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INTRODUCTION 


La  théorie  des  mouvements  tourbillonnaires  repose 
sur  un  théorème  dû  à  Helmholt/  et  qui  constitue  le 
plus  grand  progrès  qu'aient  fait  jusqu'aujourd'hui  les 
théories  hydrodynamiques. 

En  toute  rigueur,  ce  théorème  ne  s'applique  qu'aux 
mouvements  des  fluides  dans  lesquels  il  n'existe  aucun 
frottement,  et  qui  présentent  une  température  uniforme 
ou  dépendant  seulement  de  la  pression.  Lorsque  ces 
conditions  ne  sont  pas  exactement  remplies,  mais  que 
les  conditions  réelles  en  diffèrent  très  peu,  on  peut  en- 
core appliquer  le  théorème  en  considérant  les  résultats 
obtenus,  non  plus  comme  rigoureusement  exacts,  mais 
comme  représentant  seulement  une  première  approxi- 
mation. 

Les  mouvements  tourbillonnaires  paraissent  jouer 
un  rôle  considérable  dans  les  phénomènes  météorolo- 
giques, rôle  que  Helmholtz  a  tenté  de  préciser. 
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On  a  tenté  aussi  de  trouver,  dans  l'existence  de  pareils 
mouvements  tourbillonnaires,  l'explication  mécanique 
de  l'univers.  Au  lieu  de  se  représenter  l'espace  occupé 
par  des  atomes  que  séparent  des  distances  immenses 
vis-à-vis  de  leurs  propres  dimensions,  sir  William 
Thomson  admet  que  la  matière  est  continue,  mais  que 
certaines  portions  sont  animées  de  mouvements  tour- 
billonnaires, qui,  d"après  le  théorème  de  Helmholtz, 
doivent  conserver  leur  individualité. 

Enfin  les  équations  qui  servent  à  définir  les  mouve- 
ments tourbillonnaires  présentent  une  certaine  analogie 
de  forme  avec  les  équations  de  l'électrodynamique  : 
ceci  conduit  naturellement  à  rapprocher  les  deux  théo- 
ries, et  a  permis  dans  certains  cas  de  déduire  d'un 
problème  résolu  dans  l'une  des  théories  la  solution  d'un 
problème  posé  dans  l'autre.  De  plus,  un  certain  nombre 
de  tentatives  ont  été  faites  pour  établir  un  lien  plus 
étroit  entre  elles. 

Après  avoir  rappelé  les  équations  de  l'hydrodyna- 
mique, je  démontrerai  le  théorème  de  Helmholtz  et  je 
développerai  ses  conséquences  relatives  au  mouvement 
des  fluides,  en  comparant  les  résultats  à  ceux  de  l'élec- 
trodynamique. 
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1.  Equations  de  rhydrodynamique.  —  Soient  cc^^y^,  Zq 
les  coordonnées  d'une  molécule  de  fluide  à  l'origine  des 
temps  t  =  o  ;  X,  y,  z  ses  coordonnées  au  temps  i  ;  u,  v,  w 
les  composantes  de  sa  vitesse;  p  la  densité  du  fluide, jj  sa 
pression. 

On  peut  prendre  comme  variables  Xq,  y^,  z^,  f,  c'est  le  sys- 
tème de  Lagrange,  ou  x,  y,  z,  t,  c'est  le  système  d'Euler. 
Dans  ce  qui  suivra,  j'adopterai  les  notations  suivantes  ;  je 
désignerai  par  : 

du  du  du  du 

dt  doÛQ  dy^  dzQ 

les  dérivées  prises  par  rapport  aux  variables   de  Lagrange, 
et  par  : 

'eu  "bu  Tiu  'bu 

bt  'bx  by  bz 

les  dérivées  prises  par  rapport  aux  variables  d'Euler. 

Dans  le  système  de  Lagrange,  x,  y,  z  sont  fonctions  de 
^0'  Vis-  -^0'  ^• 

dx  du  dr 

dt  '  dt  '  dt 
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sont  les  composantes  de  la  vitesse  ; 

du  dv  dw 

li'  dt'  dt' 

celles  de  l'accélération. 

Pour  passer  d'un  système  de  variables  à  l'autre,  il  suffit 
d'appliquer  les  règles  ordinaires  de  la  différentiation,  et 
d'écrire  : 

du       ^u  j^  ^u  dx   1^  'bu  dy  ^^  bu  dz 
~dt  ~  'bi'^  bôcUl^  by  'dt'^  bz  dl 


ou 


du         bu     ,  bu     ,         bu     ,  bu 

(1)  -^  =  - — }-  u  T h  ■"  :; — r  ^'^  T~" 

^  '  dt        bt    ^       boG   ^       by   ^        bz 


Et  de  même 


dt         bt     ^         bx    ^        by    ^         bz 


Soit  un  élément  de  volume  dz  :  la  masse  de  liquide  qu'il 
renferme  est  po?T.  J'appellerai  pXo?T,  pYt/r,  pZc/T  les  projec- 
tions sur  les  axes  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  cet  élément.  Les  équations  de  l'hydrostatique, 
exprimant  que  cet  élément  est  en  équilibre,  sont  les  sui- 
vantes : 


(3) 


bp 

bx~ 

=  pX 

bp 

=  PY 

bp 

b^~ 

=  pZ 
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Pour  passer  de  ces  équations  à  celles  de  l'hydrodynamique, 
il  faut  ajouter  aux  forces  réelles  les  forces  fictives  d'inertie 
(principe  de  d'Alembert).  Les  composantes  de  ces  forces 
d'inertie  sont  respectivement  égales  aux  composantes  de 
l'accélération  multipliées  par  la  masse  et  changées  de  signe: 
soient  : 

,    du  j   dv  ,     dio 

_prf,._,        -pc^^'        -'^^^'Ti' 

Les  équations  de  l'hydrodynamique  seront  donc  : 
1°  Dans  le  système  de  Lagrange  : 


^  —  X  — — 
p3a?  dt 

^^'  pDy  dt 

Ip  _       dw, 

Q^z^  dt' 


2°  Dans  le  système  d'Euler  : 

_3p  Y_^  ^ ^ ^» 

^  '      pc)a7  'àt  Tix  'èy  'dz         ' 

2.  Dans  tout  ce  qui  suivra,  je  supposerai  que  x,  y,  z  soient 
des  fonctions  continues  de  a?^,  y^,  z^.  Cette  condition  n'est 
pas  toujours  satisfaite.  Soient  en  effet  deux  réservoirs  remplis 
de  liquide,  séparés  par  une  paroi  percée  d'une  ouverture,  et 
dans  l'un  desquels  règne  une  pression  élevée.  Il  se  produira 
une  veine  liquide  en  dehors  de  laquelle  le  liquide  demeurera 
immobile,  tandis  qu'à  l'intérieur  de  la  veine  il  prendra  un 
mouvement  uniforme.  Supposons  que  la  veine  ait  la  forme 
d'un  cylindre  parallèle  à  l'axe  des  x. 
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A  l'extérieur  du  cylindre,  nous  aurons  : 

œr=x^        y  =  y^        *  =    o  ; 
à  l'intérieur  : 

X  =  Xç,-\-  vt       y  =  yQ        z  =z  Zq. 

X  est  donc  une  fonction  discontinue  de  ,Tq,  y^,  z^. 

Si.T,  î/,  z  sont  des  fonctions  continues  de  i»^,  y^,  z^,  les  mo- 
lécules de  liquide  qui  au  temps  t  =  o  forment  une  courbe  ou 
une  surface  continue  formeront  encore  une  courbe  ou  une  sur- 
face continue  à  une  époque  quelconque  ^  ;  si  la  courbe  au 
temps  o  est  fermée,  elle  le  sera  encore  au  temps  t. 

En  effet,  supposons  que  les  molécules  dans  leurs  positions 
initiales  forment  un  certain  arc  de  courbe.  Les  équations  de 
cet  arc  de  courbe  pourront  se  mettre  sous  la  forme  : 

^0  =  /"o  {^)  Po  =  fô  {^)  ^0  ==  /o  {^) 

/"o,  /"o,  /"o  étant  des  fonctions  continues  du  paramètre  a. 

Au  temps  t,  lescoordonnées  des  molécules  deviennent  .-r,  y,  z, 
qui,  par  hypothèse,  sont  des  fonctions  continues  de  XQ^y^,  z^. 
Ce  seront  par  conséquent  des  fonctions  continues  de  a  : 

a;  =  /•  (oc)         y=r'  (a)         ^  =  T  (^) 

Ces  équations  représentent  encore  un  arc  de  courbe  con- 
tinue. 

Si  la  courbe  initiale  C^  est  fermée,  sc^,  y^,  Zq  sont  des  fonc- 
tions périodiques  de  a.  Comme  x,  y,  z  sont  des  fonctions  uni- 
formes de  X,  y,  z,  ce  seront  aussi  des  fonctions  périodiques 
de  a  ;  et  la  courbe  C,  qu'occupent  les  molécules  à  l'époque  t, 
sera  également  fermée. 

Si  les  molécules,  à  l'origine  des  temps,  occupent  une  sur- 
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face  continue  So,  leurs  coordonnées  pourront  s'exprimer  par  : 

X,  =  /o  (a,  p),     yo  =  n  {^,  p).     ^0  =  n  (^,  P) 

/'oi/'o'  /"o  étant  des  fonctions  continues  des  paramètres  (a,  p). 
A  l'époque  t,  les  coordonnées  deviennent  x,  y,  z,  qui  sont 
fonctions  continues  de  x^,,  y^,  z^  et  par  conséquent  de  (a,  p). 
Donc  : 

a^=/-(x,p)    .y  =  r(oc,  p)     .-  =  r(oc,B) 

/",  /",  /"  étant  des  fonctions  continues  ;   ces  équations  repré- 
sentent encore,  par  conséquent,  une  surface  S  continue. 

3.  Equation  de  continuité.  —  Considérons  un  élément 
de  surface  c^w,  et  cherchons  à  évaluer  la  quantité  de  fluide 
qui  traverse  cet  élément  pendant  le  temps  dt.  Les  molécules 
qui  ont  traversé  l'élément  cU  à  l'époque  t  occupent  au 
temps  t-^dtnn  élément  de  surface  c/w',  infiniment  voisin 
de  d>ù  ;  en  particulier,  celle  qui  se  trouvait  au  centre  de  gra- 
vité G  de  f/co  est  venue  en  G'  ;  celles  qui  traversent  diù  à 
l'époque  t  +  dt  occupent  cet  élément  lui-même.  Enfin,  celles 
qui  ont  traversé  dio  entre  les  deux  époques;!  et  ^-p., 
t  -\-  dtsQ  trouveront  dans  des  positions  intermé- 
diaires. 

En  résumé,  toutes  les  molécules  qui  ont  passé 
par  rfo)  pendant  le  temps  dt  se  trouvent  à  l'instant      ~^ ^ 
t  -\-  dt  dans  un  volume  assimilable  à  un  cylindre 
ayant  pour  base  l'élément  c?w,  et  dont  les   génératrices  sont 
parallèles  à  GG'  [fig.  1).  D'ailleurs  GG'  =  ^dt,  V  étant  la  vi- 
tesse du  fluide  à  l'instant  considéré.  La  hauteur  de  ce  cylindre 
est  la  projection  de  GG'  sur  la  normale  à  diù\  soit  : 
^dt.  cos(G'GN)  =  V„6?«. 
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La  quantité  de  fluide  qui  a  traversé  dm  pendant  le  temps 
dt  est  donc  : 

fVndlù.dt. 

Considérons  maintenant  un  parallélipipède  rectangle,  dont 

les  arêtes  sont  respectivement  parallèles 

[^\~      N,^^^  aux  axes  de  coordonnées  et  égales  à  dx, 

I  |°|  1^  dy^dz  [fig.  2).  D'après  ce  qui  précède,  la 
cL..,J.   ic 

x^^    "■•.  masse  de  fluide  qui  traverse  pendant  le 

0  temps  dt  la  face  ABGD  perpendiculaire 

Fig.  2. 

à  Ox  est  égale  à  : 

^udydzdt  ; 
celle  qui  traverse  la  face  opposée  : 

(  pî-(  -|-  r^  \  dydzdt. 

Il  est  donc  entré  dans  le  parallélipipède,  par  ces  deux  faces, 
une  masse  de  fluide  égale  à  : 

—  -r'^  dxdydzdl. 
7>x         ^ 

En  faisant  le  même  calcul  pour  les  deux  autres  couples  de 
faces,  on  trouve  que  la  masse  totale  du  fluide  qui  est  entrée 
dans  le  parallélipipède  pendant  le  temps  dt  est  égale  à  : 

D'autre  part,  l'accroissement  de  la  masse  ^dxdydz  du 
fluide  contenu  dans  le  parallélipipède  pendant  le  temps  dt, 
est  : 

■i^-dxdydzdt, 
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puisque  -^dl  représente  l'accroissement  de  la  densité  o  pen- 
dant le  temps  dt. 
Donc  il  faut  que  : 


''^'  ^t~^    T^a;      '      3y    "•"     ^z 


o  ; 


c'est  l'équation  de  continuité  dans  le  système  d'Euler.  Elle 
peut  s'écrire  : 

ou  en  tenant  compte  de  la  relation  (2) 

Seulement,  sous  cette  dernière  forme,  elle  renferme  les 
deux  espèces  de  dérivées. 

4.  Simplification  des  équations  de  Lagrange.  — 
Les  équations  de  Lagrange  sont  susceptibles  de  se  simplifier, 
quand  on  fait  les  hypothèses  nécessaires,  comme  nous  le  ver- 
rons, pour  l'application  du  principe  de  Helmholtz. 

Dans  ce  cas,  les  forces   X,  Y,  Z  admettent  un  potentiel  V: 

X  =  -  Y=-  Z  =  -- 

^x  t)y  (iz 

Quel  que  soit  le  fluide,  la  densité  z,  la  pression  p  H  la  tem- 
pérature T  sont  liées  par  une  relation,  telle  que  : 

P=/-(P,  T). 

Pour  que  le  théorème  soit  applicable,  il  faut  que  p  soitfonc- 
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lion  de  p  seulement  :  ce  qui  arrivera  s'il  s'agit  d'un  liquide 
unique  ou  d'un  gaz  obéissant  à  la  loi  de  Mariotte  dont  la 
température  est  uniforme  (p  =  p),  ou  d'un  gaz  qui  subit  une 
transformation  adiabatique  (p  =  pT).  Si  la  température  n'est 
pas  uniforme,  il  faut  que  les  surfaces  d'égale  pression  coïn- 
cident avec  les  surfaces  d'égale  température.  S'il  y  a  deux 
liquides  superposés,  il  faut  que  la  pression  soit  constante  sur 
la  surface  de  séparation,  pour  qu'on  ait  le  droit  d'appliquer 
le  théorème. 

Quand  p  est  une  fonction  de  p,  -^  est  une  différentielle 

P 
exacte,  et 


est  une  fonction  de  p.  Posons 

V 


-/?- 


et  différentions  par  rapport  à  x,  il  vient  : 

^  —  ^  _^  . 

Remplaçons  -y-  par  la  valeur  tirée  de  cette  relation  dans 

la  première  équation  de  Lagrange,  il  viendra  en  remarquant 

que^  =  X: 

du       li^ 
di  ~~  Tix 

dv 3d» 

^'  'dt~ty 

dw c)i|.' 

'di~^' 
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5.  Théorème  de  Helmholtz.  —  Considérons  une  infinité 
de  molécules  fluides  formant  à  l'instant  /  =  o  une  courbe 
fermée  Coi  à  l'instant  l  ces  molécules  forment  une  autre 
courbe  fermée  G  (2).  L'intégrale 

(8)  .1  =  j[udx  +  vdy  +  lodz) 

prise  tout  le  long  de  la  courbe  G  est  constante. 

Ce  n'est  passons  cette  forme  que  Helmholtz  a  donné  son 
théorème,  mais  sous  une  forme  équivalente,  comme  nous  le 
verrons  plus  loin. 

Ce  théorème  renferme,  comme  cas  particulier,  celui  de 
Lagrange  :  s'il  existe  à  l'origine  des  temps  un  potentiel  des 
vitesses,  il  en  existe  un  à  une  époque  quelconque. 

En  effet,  dans  ce  cas,  on  a  : 

udx  +  vdy  -\-  wdz  =  c?cp, 

et  l'intégrale  J  est  nulle  à  l'origine  du  temps   Si  elle  est  cons- 
tante, elle  est  toujours  nulle,  et  l'expression  sous  le  signe  J 
est  toujours  une  différentielle  exacte. 

6.  Démonstration  du  théorème.  —  Les  équations  de  la 
courbe  fermée  Co  seront  : 

œ,  =  f,  (a)     3/0  =  n  {^)     ^0  =  n  {^)  ; 

/;  ...  etc.,  étant  des  fonctions  continues  et  périodiques  de  ot. 
De  même,  pour  la  courbe  C  : 
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Appelant  A  la  période  de  a  : 


^=/(»5!+v:+4:)^«. 


Il  s'agit  de  prouver  que 
Or 


^  =  ^- 


dt 


I  \^    dx 

^  0 

[  Xydu  dx  .     .     /  x^     d'^x    , 


Je   dis  que  chacune  des  sommes  i]  est  une  différentielle 
exacte. 
En  effet  : 


S  du  dx  j    'V''4'  ^^ 


(/a 


Y^  c)i]/  c?a? 3t|/  dx       ^']>  dy  ^.    c*'|/  dz d^ 

^'èx  dft        iix  dcL       2y  d'x''    ^z  dix        da. 

d'où 

du  dx 


V!  «M  "«'    ,  ,, 


D'autre  part 


d^x    ,  du  ^         l  du^   .         1    ,  „     , 

ti-, — r  dr  =  u  —  da  =  -  — —  dcL  =  -  dir,  etc. 
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Par  conséquent  : 


dt 


=  f^l^^  ^{cl  Ui^  +  v^  Jr  ^o-î\ 


L'expression  sous  le  signe  /  étant  une  difTérentieile  exacte, 
l'intégrale  prise  le  long  d'une  courbe  fermée  est  nulle  et 

(^)  di  =  ''- 

7.  Remarque.  —  Ce  théorème  est  vrai,  à  condition  que  d<l 
soit  une  différentielle  exacte,  autrement  dit  que  psoit  fonction 
de  p,  et  que  les  forces  extérieures  admettent  un  potentiel, 
c'est-à-dire  qu'il  n'y  ait  pas  de  frottements.  On  exprime 
quelquefois  cette  dernière  condition  en  disant  que  le  théorème 
est  vrai  quand  il  n'y  a  pas  de  forces  instantanées;  cet  énoncé 
est  inexact. 

8.  Théorème  de  Stokes.  —  Pour  transformer  le  théorème 
de  Helmholtz,  tel  que  je  viens  de  le  démontrer,  je  ferai  usage 
d'un  théorème  dû  à  Stokes,  que  je  vais  rappeler. 

Soit  une  courbe  fermée  C  ;  faisons  passer  par  cette  courbe 
une  surface  quelconque:  la  courbe  G  limite  sur  cette  surface 
une  certaine  aire  A .  Soient  c/w  un  élément  de  cette  aire  ;  l,  w,  n, 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  o^w.  D'après  le  théorème 
de  Stokes,  on  a  : 

(10)  /  [udx  -\-  vdy  -\-  icd.z) 

^  c 

f  ,     r,  /dw       dv\    ,         (du       dio\    ,       /dv       du\~\ 


la    première    intégrale  étant    étendue  à  tous   les   éléments 
de  G,  la  seconde  à  tous  les  éléments  diù  de  l'aire  A. 
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1°  Supposons  d'abord  que  Taire  A  soit  plane  et  située  dans 
le  plan  des  [x.  y),  par  exemple.  Dans  ce  cas  : 

l  =1  m,  =■  ù        n  =  l         dz  =  o         dut  =  dxdy, 

et  il  reste  : 

Judx  +  vdy  =j  dxdy  (g  -  ^)  1 

C'est  l'expression  d'un  théorème  d'analyse  bien  connu.  11  en 
serait  de  même  dans  les  deux  autres  plans  de  coordonnées. 

2"  L'aire  A  est  plane,  mais  située  dans 
un  plan  quelconque. 

Soient  trois  longueurs  infiniment  pe- 


tites, OA,  OB,  OC  {/ïg.  3)  parallèles  aux 
axes  ;  joignons  ABC  ;  le  triangle  ABC 
est  plan  et  infiniment  petit.  Je  dis  que 
le  théorème  est  vrai  pour  ce  triangle.  On  a  évidemment: 


t/ABCA   «/ABOA    J  BCOH        J  C 


CAOC 


En   effet,  les  côtés  OA,  OB,  OC  sont  parcourus  deux  fois  en 

sens  contraire,  et  il  ne  reste  dans  le  second  membre  que  les  / 

prises  le  long  de  AB,  BC,  CA,  comme  dans  le  premier 
membre;  comme  les  triangles  AOB,  etc.,  sont  infiniment 
petits,  je  puis  écrire  : 


J{udx  +  vdy  -f-  wdz)  =  AOB  (J^  —  ^j 

\az       dx) 
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en  appliiiuant  ù  chacun  de  ces  triangles  situés  dans  les  plans 
de  coordonnées  l'égalité  (4).  Or  ces  triangles  ne  sont  autre 
chose  que  les  projections  de  ABC  sur  ces  plans  :  donc,  si 

ABC  =  dio, 
AOB  =  Idiù    AOC  =  mdi»     BOG  =  ndi» 

et  on  a  bien  : 

Judx  4-  vdy  +  lodz  =  j  Idoy  (^  ~  ^)  +  

Le  théorème  est  ainsi  démontré  d'une  façon  générale,  car 
une  aire  quelconque  peut  être  décomposée  en  triangles  assez 
petits  pour  être  assimilés  à  des  triangles  plans  tels  que  ABC. 

Maxwell  a  fait  un  fréquent  usage  de  ce  théorème.  (Voir  son 
Traité.) 

9.  Notations  de  Helmholtz.  —  Définition  du  tourbil- 
lon. —  Helmholtz  pose: 

dio       dv j 

dy        dz 


:il)  -;^-  — =2r, 


du        dio 
dz       dx 


dv       du 

dz       dy 

D'après  la  formule  de  Stokes,  il  vient  alors  : 

C{udx  -\~  vdy  -{-  lodz)  =  2  j  da»  {l^  -^  mr^  -f- nÇ) . 

D'après  ce  que  nous  avons  établi  (6),  cette  intégrale  étendue 
à  l'aire  A  demeure  constante  pendant  le  mouvement  de  cette 
aire. 
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Le  vecteur  qui  a  pour  composantes  [t,,  y),  l)  est  ce  qu'Helm- 
holtz  appelle  le  tourbillon.  Cette  dénomination  demande 
quelques  explications. 

Supposons  que  la  courbe  G  soit  une  circonférence  {/îg.  4). 
Par  un  point  M  de  la  courbe  menons  le  vecteur  MV  qui  repré- 
sente la  vitesse  ;  ses  composantes  sout  {u,  v,  w).  L'expression 

udx  -f-  vdy  -\~  wdz 

représente  le  produit  de  l'élément  de  courbe  MM'  par  la  pro- 
jection de  la  vitesse  sur  la  direction  MM'.  Ce 
produit  représente  le  travail  que  fournirait 
une  force  égale  numériquement  à  la  vitesse, 
quand  son  point  d'application  se  déplacerait 
de  M  en  M'.  L'intégrale  J  est  égale  au  travail 
que  produirait  cette  force  si  le  point  M  décri- 
vait la  circonférence  entière. 
Décomposons  le  vecteur  MV  en  trois  autres,  l'un  parallèle  à 
l'axe  OA  perpendiculaire  au  plan  du  cercle,  le  deuxième  dirigé 
suivant  la  tangente  au  cercle  en  M,  et  enfin  le  troisième  sui- 
vant le  rayon  vecteur  OM.  La  composante  tangentielle  pro- 
duira seul  un  travail.  Désignons  par  R  le  rayon  du  cercle; 
nous  représenterons  cette  composante  par  cpR,  cp  étant  une 
vitesse  angulaire.  Posons  : 

<»  m  R  cos  (o     î/  =  R  sin  w, 

et  il  viendra  : 

cpR^ofo), 

0 

Soit  cpo  la  vitesse  angulaire  moyenne  le  long  du  cercle, 


LIGNES  DE  COURANT  H 

définie  par  la  relation  : 


/ 


0 

nous  aurons  : 


2TV 


D'autre  part,  nous  savons  que,  pour  obtenir  l'élément  de 
l'intégrale  J,  il  faut  multiplier  l'élément  d(o  de  l'aire  A  par 
deux  fois  la  projection  Z;  -|-  mr,  -f~  wÇ  du  vecteur  (?,  tj,  C)  sur  la 
normale.  Cette  projection  est  la  composante  normale  du 
tourbillon.  Si  notre  cercle  est  très  petit,  nous  pourrons  prendre 
son  aire  pour  élément  do),  et  nous  aurons  : 

par  conséquent  : 

(^Q  est  la  composante  normale  du  tourbillon. 

10.  Lignes  de  courant.  —En  chaque  point,  nous  aurons 
donc  deux  vecteurs:  la  vitesse,  qui  a  pour  composantes  w,  y,  zc, 
et  le  tourbillon  dont  les  composantes  sont  ;,Tj,Ç. 

On  peut  considérer  des  lignes  qui  en  chacun  de  leurs 
points  ont  comme  tangente  le  vecteur  représentant  la 
vitesse,  et  dont  les  équations  différentielles  sont  par  consé- 
quent : 

/,a\  dx dt/ dz 

U  V  w 

Ce  sont  les  lignes  de  courant.  Ces  lignes  ne  sont  pas  néces- 
sairement les  trajectoires  des  molécules.  Ce  ne  serait  vrai 
que  dans  le  cas  d'un  régime  permanent,  où  la  vitesse  est 
constante. 

THÉORIE    DES    TOURBILLONS.  O 
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11.  Lignes  de  tourbillon.  —  On  peut  aussi  considérer 
les  lignes  qui  en  chacun  de  leurs  points  sont  tangentes  au 
vecteur  tourbillon.  Leurs  équations  différentielles  sont  :. 

,.„,  dx       dy       dz 

(13)  T  =  7  =  T 

Ce  sont  les  lignes  de  tourbillon.  Supposons,  par  exemple,  la 
vitesse  indépendante  de  -s' et  parallèle  au  plan  des  ipy  :  ?<j=o, 
et  les  dérivées  de  m  et  de  v  par  rapport  à  z  sont  nulles.  Alors, 
d'après  les  équations  de  définition  (11)  [9]  : 

S  =  7)  =  o 

dM_ 

^-~dy 

Les  équations  des  lignes  de  tourbillon  deviennent  : 

dx dy dz 

0         0         X, 
ou 

dx  =  dy  ^  o. 

Les  lignes  de  tourbillon  sont  des  droites  parallèles  à  oz. 

12.  Surfaces  de  tourbillon.  —  Une  surface  de  tour- 
billon est  une  surface  engendrée  par  des  lignes  de  tourbil- 
lon :  autrement  dit,  c'est  une  surface  dont  le  plan  tangent 
en  chaque  point  passe  par  le  tourbillon.  La  condition  qui 
exprime  qu'une  surface /"(a?,  3/,  2^)  =  0  est  une  surface  de  tour- 
billon sera  par  suite  : 

Considérons  un  arc  de  courbe  quelconque  AB  [fig.  5),  et 


SURFACES  DE  TOURBILLON 
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par  les  différents  points  de  cette  courbe  menons  les  lignes 
de  tourbillon.    Leur   ensemble   engendrera   une   surface    de 
tourbillon,  qui  sera  sim- 
plement   connexe    si    la 
courbe  AB  n'est  pas  fer- 
mée. 

Traçons  sur  cette  sur- 
face une  courbe  fermée  C 
limitant  une  certaine  aire 
a.  L'intégrale  J  prise  le 
long  de  G  est  nulle  ;  en  elfet  : 


Fig.  5. 


Je  =  r  2(^0)  (/■  +  m-ri  +  nÇ) 

^  a 


Or  la  composante  normale  du  tourbillon  t:,-\~m't\-\-nX,  est 
nulle  pour  tous  les  éléments  ofw  de  Taire  a,  qui  appartient  à 
une  surface  de  tourbillon.  Donc  J  =  o. 

13.  Réciproquement  :  Si  une  surface  jouit  de  cette  pro- 
priété que  l'intégrale  J  étendue  à  toute  courbe  fermée,  tracée 
sur  cette  surface,  soit  nulle,  c'est  une  surface  de  tourbillon. 
En  effet  : 


J  =zf2dui  {Il  4-  m-T)  -|-nÇ) 


Pour  que  cette  intégrale  soit  nulle,  quelle  que  soit  l'aire  a, 
il  faut  que 

l^  -f-  m-f]  -}-  n^  =  o 

pour  tous  les  éléments  de  la  surface,  c'est-à-dire  que  la  com- 
posante normale  du  tourbillon  soit  nulle.  La  surface  est  donc 
une  surface  de  tourbillon. 
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14.  Supposons  qu'à  l'époque  t  =  o,  nous  ayons  un  certain 
nombre  de  molécules  occupant  une  surface  de  tourbillon.  Je 
dis  qu'à  une  époque  ^  quelconque  ces  molécules  occuperont 
encore  une  surface  de  tourbillon. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  à  l'époque  ^=o,  l'inté- 
grale J  est  nulle  pour  la  surface  occupée  par  ces  molécules. 
D'après  le  théorème  de  Helmholtz,  J  reste  constant.  Cette 
intégrale  sera  donc  nulle  à  une  époque  quelconque,  et  la 
surface  occupée  par  les  molécules  à  celte  époque  sera  encore 
une  surface  de  tourbillon. 

L'intersection  de  deux  surfaces  de  tourbillon  est  une  ligne 
de  tourbillon,  et,  réciproquement,  par  une  ligne  de  tourbil- 
lon, on  peut  toujours  faire  passer  deux  surfaces  de  tourbillon. 
Considérons  donc  une  file  de  molécules  occupant  au  temps  o 
une  ligne  de  tourbillon  C^.  Au  temps  t  cette  ligne  prend  une 
certaine  position  G  :  je  dis  que  C  est  aussi  une  ligne  de  tour- 
billon. 

En  effet,  faisons  passer  par Gq deux  surfaces  de  tourbillons,, 
et  Sq.  Au  temps  t  ces  deux  surfaces  deviennent  S  et  S',  ayant 
C  pour  intersection .  D'après  ce  que  nous 
avons  vu,  S  et  S'  restent  des  surfaces 
de  tourbillon:  donc  leur  intersection  G 
est  encore  une  ligne  de  tourbillon. 


15.  Tubes  de  tourbillon.  —  On  ap- 
pelle tube  de  tourbillon  la  surface  obte- 
nue en  menant  par  les  difiérents  points 
d'une  courbe  fermée  les  lignes  de  tour- 
billon (/î^.  6).  Sur  une  telle  surface  on  peut  décrire  deux 
sortes  de  courbes  fermées. 


Fig.  6. 


MOMENT    D  UN    TUBE    DE   TOURBILLON 
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Les  courbes  G  de  la  premiiTe  sorte  délimitent  à  elles  seules 
une  portion  d'aire  sur  la  surface. 

Les  courbes  de  la  seconde  sorte,  telles  que  DPEQ,  parta- 
gent la  surface  en  deux  régions, dont  aucune  n'est  entièrement 
délimitéH  par  la  courbe  DPEQ  seule.  Lorsqu'on  développe  la 
surface,  les  courbes  de  la  première  sorte,  seules,  se  dévelop- 
pent suivant  des  courbes  fermées. 

16.  Moment  d'un  tube  de  tourbillon.  —  L'intégrale  J 
prise  le  long  d'une  courbe  fermée  de  la  première  sorte  est 
nulle  [12].  Mais  le  raisonnement  ne  peut  plus 
s'appliquer  aux  courbes  de  la  seconde  sorte, 
et  l'énoncé  du  théorème  doit  être  modifié  de 
la  façon  suivante  : 

L'intégrale  J  prise  le  long  d'une  courbe 
fermée  de  deuxième  espèce  a  la  même  valeur 
quelle  que  soit  cette  courbe. 

Soient  en  effet  DPEQ  et  D'P'E'Q' deux  con- 
tours fermés  :  il  faut  démontrer  que  : 


Fig.  7. 


'DPEQ 


D'P'E'Q'- 


Prenons  un  point  P  sur  la  première  courbe  et  un  point  P' 
sur  la  seconde,  et  joignons  PP'  [fig.  7).  Le  contour 

PEQDP  —  PP'  —  P'D'Q'E'P'  —  P'P 

peut  être  regardé  comme   un    contour   fermé  de   première 
espèce  ;  donc  le  long  de  ce  contour  J  est  nul,  ou  : 

JPEQDP   -1-  JPP'  -\-  Jp'D'ij'E'P'  -\-  Jp'P  =  O. 

La  seconde  et  la  quatrième  intégrales  se  détruisent,  PP' 
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étant  parcouru  deux  fois  en  sens  contraire.  Il  reste  : 

JpEQDP  -j-  JP'D'Q'E'P'  =  O, 
OU 

JpEQDP  =  Jp'E'Q'D'P'- 

L'intégrale  J  ainsi  déterminée  s'appelle  le  moment  du  tube 
de  tourbillon. 

Ce  moment  reste  constant  quand  les  molécules  situées  sur 
le  tube  se  déplacent,  car  nous  savons  que  J  reste  constant. 

17.  Application.  —  Tubes  de  tourbillon  infiniment 
déliés.  —  Considérons  un  tube  de  tourbillon  infiniment 
délié  {fig.  8).  Menons  une  section  droite  de  ce  tube  :  c'est  une 
courbe  fermée  de  deuxième  espèce.  On  peut  donc  calculer  le 
moment  du  tube  en  prenant  l'intégrale  J  le  long  de  cette 
section.  Or  : 


=  2  Jc^a)^^, 


comme  nous  l'avons  vu  [9],  \n  étant  la  composante  normale 
du  tourbillon.  Dans  le  cas  actuel 

J  =  2c?co.  \, 

puisque  nous  n'avons  qu'un  seul  élément,  auquel  le  tourbil- 
lon est  normal,  c?a)  est  la  section  droite  du  tube  (section 
droite  que  l'on  peut  toujours  supposer  parallèle  au  plan 
deaft/s"),  et  \  le  tourbillon  lui-même.  On  en  conclut  que  : 

Le  produit  de  la  section  droite  d'un  tube  de  tourbillon 
infiniment  délié  parle  tourbillon  est  constant  tout  le  long  du 
tube.  Ce  produit  demeure  aussi  constant  dans  le  temps. 


THÉORÈMES   RELATIFS  AUX  LIQUIDES  SEULS 
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Ces  deux  propositions  résultent  immédiatement  de  ce  que 
J  est  constant  dans  les  mêmes  conditions  [6]  ;  elles  s'appli- 
quent aux  liquides  et  aux  gaz,  quand  existe  la  fonction  que 
nous  avons  appelée  <]/. 


18.  Théorèmes  relatifs  aux  liquides  seuls.  —  Soit  un 
tube  de  force  infiniment  délié;  et  soient 
deux  sections  droites  infiniment  voisines 
de  ce  tube.  Le  volume  du  tube  compris 
entre  ces  deux  sections  [fig.  8)  peut  être 
assimilé  à  un  cylindre  ayant  pour  base 
l'une  d'elles  c?a),  et  pour  hauteur  MM', 
M  et  M'  étant  les  points  des  deux  sec-  pjg  g 

tions  situés    sur  une   même  ligne   de 
tourbillon.  Le  volume  de  ce  cylindre  sera  : 

MMV^to. 

A  une  autre  époque,  les  molécules  qui  constituaient  ce 
volume  formeront  un  autre  tube  de  tourbillon;  les  molé- 
cules qui  occupaient  les  deux  sections  droites  occuperont 
d'autres  sections  infiniment  voisines  qui  ne  seront  pas  néces- 
sairement des  sections  droites.  Mais  le  volume,  assimilable  à 
un  cylindre,  qu'elles  comprennent  entre  elles  sera 

M, M,'  (iw,, 

M,M|  étant  la  longueur  d'une  géne'ratrice,  et  o^w^  la  section 
droite. 

S'il  s'agit  d'un  liquide,  son  volume  reste  constant  et  : 


MM'rfi.)  =  M, m;  rfa)< 


24  THÉORÈME    DE    HELMHOLTZ 

Nous  avons  vu  d'ailleurs  que  c?w  varie  en  raison  inverse  du 
tourbillon.  La  distance  MM'  de  deux  molécules  varie  donc 
proportionnellement  au  tourbillon.  MM'  représente  donc  en 
grandeur,  direction  et  sens,  le  tourbillon  multiplié  par  une 
certaine  constante  e. 

Soient  a?,  y,  z  les  coordonnées  de  M,  celles  de  M'  seront 
X  -\~  zl,  y  -\-  zr^,  z  -\-  z'Ç. 

Au  bout  d'un  temps  infiniment  petit  dt,  les  coordonnées  de 
M  sont  devenues 

X  -|-  udt,       y  -\-  vdt,       z  -\-  lodt. 

Celles  de  M'  : 

X -\- z\-\-u^dl,  ...    etc. 

Or: 

«^  ^  ^,  4_  _  ,ç  +  _  e-,1  +  -  s!;. 

Les  coordonnées  de  M'  sont  donc  devenues  : 

,      y      7     1        T    /)-  "^^    .        '^w    ,     „  <)m\ 
X  4-  tl  iidl  4-  tdt  [l  —  -\~  -r^  - — [-  ^  T—  '  etc. 

'  '  \   cx   ^       oy   ^       ôzj 

D'autre  part,  les  projections  de  MM'  étant  égales  à  t\,  et),  eC, 
ces  coordonnées  sont  : 


+»*+'(^+^<4 


En  égalant  ces  deux  expressions,  il  vient  : 

^     '  dt  ?a;    '       Oi/  oz 

Cette  relation  est  identique  à  la  suivante 

.  di  3m  7>v  i>îo 
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En  eiïet,  si  nous  les  retranchons  membre  à  membre  : 

/"du  c)u\      ,  /'du  '(>70\ 


ou 


-  2yiC  4-  27jC  =  o. 


La  relation  (15)  et  les  deux  autres  qui  s'en  déduisent  par 
permutation  expriment  le  théorème  de  Helmhoitz,  mais  dans 
le  cas  des  liquides  exclusivement. 

19.  Autres  démonstrations  du  théorème  de  Helm- 
hoitz. —  1°  Démonstration  de  Helmhoitz.  —  Helmhoitz 
cherchée  obtenir  les  équations  sous  la  dernière  forme  (15),  que 
nous  venons  de  leur  donner,  en  partant  des  équations  d'Euler. 

Nous  avons  écrit  [4]  les  équations  de  Lagrange  : 

du t)i|/ 

dl       t)£c 

sous  une  forme  qui  contient  encore  les  variables  de  Lagrange 
et  celles  d'Euler.  Pour  ne  laisser  que  les  dernières,  faisons  la 
transformation  : 

du       ^u   ,       liu    ,       7)u   ,        ^u 
nous  obtiendrons  : 


,,.•        ?M  i><h  'bu  'hu 

(^)       >7  =  d  —  "^  —  "^ 


'bu 
70  c— 


bt  'bx  bx  by  bz 

(17)      ((2)      -<=é-n^-Ty-"'^^ 


bt  ^ 

~by 

bw 
bt~ 

b<]^ 
~bz 

,„,        ^^         ..y  blO  bw  blO 

(3)      ^  =  ^-"d^~^-5P~^^ 


26  THÉORÈME    DE  HELMHOLTZ 

Différentions  l'équation  (3)  par  rapport  ky,  l'équation  (2) 
par  rapport  à  z,  et  retranchons  :  il  vient,  en  se  rappelant  la 
définition  de  Ç,  yj,  Cf9]  : 

(18)      2^=_2.^-2.,^-2..|i-$-^^^". 
ot  ex  cy  ôz        cy   iix 

^y   ^y         ^y   ^^  ~^  "èz  'dx'^  "dz   Tiy    '      }fZ   'èz 

D'autre  part, 

dt       ôt  ox  oy    '        ôz 

et  l'équation  de  continuité  pour  les  liquides  se  réduit  à  : 

2x       i)y'    <iz 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  on  met  aisément  l'équa- 
tion (4)  sous  la  forme  : 

d^ ï  '^^  _i_       ^^        y^'^^ 

dt~^ïx^'^'^~^^J^' 


Nous  retrouvons  bien  l'équation  (16).  Seulement  cette 
démonstration  du  théorème  de  Helmholtzne  s'applique  qu'aux 
liquides. 

20.  Démonstration  de  KirchhofF.  —  Kirchhoff  prend 
comme  point  de  départ  les  équations  de  Lagrange 

du  ^       dv 2)^       dw       Sd/ 

dt.        'dx       dt        ^y        dt        ^z 

transformées  de  manière  à  ne  plus  dépendre  que  des  variables 
de  Lagrange. 
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Nous  avons  : 

Multiplions  la  première   équation  de  Lagrange  par  — >  la 

deuxième  par -7^»  la  troisième  par  — —  et  ajoutons  :  il  vient 

^      dxQ  dX(^ 

du  dx        dv  dy_    ,    dw  dz  rf-|' 

dt  dx^    '"  dt  dxQ    '     dt  dx^  ~  dx^ 

et  deux  autres  équations  analogues  obtenues  par  symétrie. 

21.  On  peut  d'ailleurs  donner  à  ces  équations  une  forme 
plus  générale  en  substituant  kx^,  j/o,  2-0  trois  autres  variables, 
a,  è,  c,  définies  par  trois  relations  qoelconques  : 

^0  =  t-o  (^'  *'  <^) 

^0   =  ?2  (^'   *'    '^l 

a.    J,  c  ne  dépendant  pas  de  t.  Les  dérivées   par  rapport  à 
t  seront  les  mêmes  dans  les  deux  systèmes  de  variables. 

Faisons  la  même  opération  que  précédemment  et  nous  trou- 
verons : 

du  dx   ,    dv  dy^       dw  dz d^ 

dt  da  '^  dt  da        dt  da       da 

et  deux  autres  en  changeant  a  en  è  et  en  c. 
Nous  aurons  finalement  le  svstème  : 


(19) 


(1) 

^  du  dx 

2j'dt'dâ~ 

~  da 

(2) 

^  du  dx 
Ijdtdb' 

_d-\> 
db 

(3) 

y^  du  dx 

2j'^dc~ 

de 
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Différentions  (1)  par  rapport  à  ô,    (2)  par  rapport  à  a,   et 
retranchons  : 


^{ 


/  dhc  dx        d^u  dx\ 

-T7       =0 


^dtdh  da       dtda  dh) 
ou,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier  : 


d  ■^   /du  dx       du  dx\ 

dt  2j\dbdâ~  dâdb)  ~^' 


et  enfin 


du  dx       du  dx 
dh  da        da  dh 


(20)  .    dv  dy_  _  dv_  dy_ 

^     '  ~^  db  da        da  dh 

j    dw  dz       dio  dz 

"'    dh  da       da  dh 


On  obtient  deux  autres  équations  analogues  en  permutant 
circulairement  a,  è,  c  et  changeant  la  valeur  de  la  constante. 

21  his.  Ces  équations  de  Kirchhoiï  sont  équivalentes,  comme 
nous  allons  le  montrer  à  celle  que  nous  avons  donnée  au 
début  : 

i  =  f  udx  -\-  vdy  -j-  wdz  =  const. 

Considérons,  en  effet,  un  point  M  dont  les  coordonnées 
soient  [x^  ?/,  z)  dans  le  système  d'Euler,  ou  a,  h^c,t  dans  celui 
de  Kirchhoff  :  a?,  y,  z  varient  avec  t,  mais  a,  h,  c  sont  indé- 
pendants de  t  et  dépendent  seulement  de  Xq,  i/o,  ^o-  Le  point 
M  appartient  à  une  certaine  courbe  G  :  je  puis  choisir  a,  h,  c 
de  manière  que,  pour  tous  les  points  de  cette  courbe,  c  =  o. 
Si  cette  condition  est  remplie  à  l'instant  ^  =  o,  elle  le  sera 
encore  à  toute  autre  époque. 
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Si  nous  regardons  pour  un  instant  a,  b  comme  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  dans  un  plan,  à  chaque 
point  M  de  G  correspondra  un  point  M'  du  plan  et,  quand  M 
décrit  la  courbe  G,  M' décrit  une  certaine  courbe  G'  qui  sera 
fermée  si  G  est  fermé  ;  seulement  la  courbe  G'  est  fixe,  tandis 
que  la  courbe  G  est  mobile.  Prenons  l'intégrale 


L 


udx 

c 


le  long  de  la  courbe  G  : 


Jc^^^=j^,r^^''  +  ^'^^^)' 

la  seconde  intégrale  étant  prise  le  long  de  G'.  Transformons 
cette  intégrale  par  la  formule  de  Stokes  [8] 

£  ("  fa  ^^^  +  ''  fb  '^^)  =fj[i  {''  f  )  -  I  {''  î)] 

la  /  /  étant  étendue  à  toute  l'aire  A'  limitée  par  la  courbe  G'. 

Effectuons   les   différentiations    indiquées,   il    vient   après 

réductions: 

r     j    /  /  /du  dx       du  dx\    ,    ,, 

Je  /  /   \da  db       db  da) 

En  opérant  la  même  transformation  sur  /  vdy  et  /  lodz^ 
puis  additionnant,  nous  trouverons  : 

L'aire  A'  ne  varie  pas,  puisque  G'  est  fixe;  la  S  placée  sous 
le  signe  /  est  constante  en  vertu  de  l'énoncé  de  Kirchhoff: 
donc  J  =  const. 


CHAPITRE  II 
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22.  Cas  des  mouvements  permanents.  —  Le  mouve- 
ment est  permanent  quand  toutes  les  fonctions  que  nous 
avons  définies  u,  v,  te,  'i^  ne  dépendent  pas  de  t,  mais  seule- 
ment des  variables  x,  y,  z  d'Euler.  Par  conséquent,  dans  le 
cas  des  mouvements  permanents: 


et[l] 


¥=" i=°'         '''■ 


du  iu    ,        liu    .        2u 

dt  Sa;    '        ;3y    '        T^z 

di-''lx^''-èy^'^-bz 


relation  qui  s'applique  d'ailleurs  aune  fonction  quelconque >]/. 
Dans  ces  conditions,  on  peut  déduire  du  théorème  fonda- 
mental de  Helmholtz  un  certain  nombre  de  conséquences. 

23.  Théorème.  — Si  le  mouvement  est  permanent,  il  existe 
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une  infinité  de  surfaces  sur  lesquelles  on  peut  tracer  une  inli- 
nité  de  lignes  de  courant  et  une  infinité  de  lignes  de  tourbillon . 

Voici  ce  que  signifie  cet  énoncé  : 

Par  un  point  A  [fig.  9),  on  peut  mener  une  ligne  de  cou- 
rant AC  et  une  ligne  de  tourbillon 
AT.  Si  par  les  difîérents  points  de  AG 
nous  menons  les  lignes  de  tourbillon, 
elles  engendrent  une  certaine  sur- 
face; si  nous  menons  de  même,  par 
les  divers  points  de  AT,  les  lignes  de 
courant,  elles  engendrent  une  autre 
surface;  le  théorème  signifie  que  ces 
deux  surfaces  sont  identiques. 

Autrement  encore,  si  nous  menons  par  les  points  A,  A',  A", 
A'"  de  AT  les  lignes  de  courant  AC,  A'C,  A"G",  A"'G"',  une 
ligne  de  tourbillon  menée  par  un  point  B  quelconque  de  AG 
rencontrera  AG,  A'C  ...,  etc. 

Gette  proposition  est  presque  évidente.  En  effet,  quand  le 
mouvement  est  permanent,  les  lignes  de  courant  sont  les  tra- 
jectoires des  molécules  fluides.  Or  considérons  les  molécules 
qui  à  l'époque  i  =  o  sont  en  A,  A',  A",  A'  ;  à  l'époque  <,  elles 
sont  venues  en  B,  B',  B",  B'".  Gomme  les  tourbillons  se  con- 
servent en  vertu  du  théorème  de  Helmholtz,  les  molécules 
B,  B',  B",  B'"  sont  encore  sur  une   même  ligne  de  tourbillon. 


24.    Equation    générale   de  ces   surfaces.    —   Nous 

avons  posé  [4]: 


T    =  5   (W2  _|_   „2    _|_ 
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Je  dis  que  l'équation  des  surfaces  que  nous  venons  de  défi- 
nir est  : 

•}  —  T  z=r  const. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  montrer  que  <]/  —T  est  constant 
d'une  part  sur  les  lignes  de  courant,  d'autre  part  sur  les  lignes 
de  tourbillon. 

1°  Sur  les  lignes  de  courant.  —  Ces  lignes  sont  les  trajec- 
toires des  molécules  ;  nous  suivons  une  molécule  dans  son 
mouvement  ;  avec  les  notations  de  Lngrange,  i  seul  est 
variable,  donc  : 

dT=  -r  dt 
dt 

clT  =  udu  4-  vdv  4-  wdw  =  u  -j-  -\-  v  — — \-  iv  —z- 
'  '  dt  dt    ^         dt 

d'il  ^'\'     ,       ^'\>    ,        '^'\'  du    ,       dv    .        dio 

dt  Tix  ^     ?î/  ^      ^z  dt  ^     dt    ^        dt 

car,  d'après  les  équations  de  Lagrange  [4]  : 

du c)i|/ 

dt        'bx 


Donc 


d^       dl 


dt        dt 
(1)  (];  —  T  =  const. 

2°   Sur  les  lignes  de  tourbillon.   —  Ces  lignes  ont  pour 
équations  : 

da?       dy       dz        , 

■j-  =  -^  =  y  =d(L, 

ou  : 

dx  =  \dt         dy  =:  y\d<x.         dz  =  Çc/a. 
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Je  dis  que  : 


En  effet 


da.       dv. 


doL  ^X^  ^  il/^  ^  ^Z^' 


ô'h        du  ou    ,      ou    ,       ou     , 

-^  —  —■  =  zi—  -j-  u—  +  !';-->  etc. 
000       dt  ox   '      ou  oz 


Substituons  : 


(,'àu  3  y  3io\ 


^Ï0\ 


D'autre  part 


cTT          du    ,      dv    ,       dio 
aa  d%  d%  d% 

/y  'du    ,        Ifu    ,     „<)tA 

=  ''{:^-^\-^+'ï-z) 


Mais  nous  avons  vu  [18]  que  ; 

etc. 

THÉORIE    DES   TOURBILLONS.  ', 
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Par  conséquent  ; 

-r^  =  -7-  et  •]>  —  T  =  const. 
«a        aac        ' 

25.  Théorème  de  Bernouilli.  —  Dans  le  cas  où  les  tour- 
billons sont  nuls,  c'est-à-dire  quand  il  existe  une  fonction  des 
vitesses  : 

\  =  -r^  =  ^  =  0. 

La  direction  du  tourbillon  est  indéterminée  ;  une  ligne 
quelconque  peut  être  regardée  comme  une  ligne  de  tourbil- 
lon ei^  —  T  est  constant  dans  tout  l'espace  :  c'est  le  théorème 
de  Bernouilli. 

26.  Détermination  des  vitesses  en  fonction  des  tour- 
billons. —  Nous  nous  proposons,  étant  données  les  compo- 
santes l,  71,  C  du  tourbillon  d'en  déduire  les  composantes  de  la 
vitesse  w,  v,  w. 

Si  nous  pouvons  résoudre  ce  problème,  comme  les  tourbil- 
lons se  conservent,  nous  connaîtrons  la  vitesse  avec  laquelle 
ils  se  déplacent  et,  par  conséquent,  leur  direction  et  leur  gran- 
deur, à  une  époque  t  -|- c^^  infiniment  peu  différente  de  la  pre- 
mière, puis  par  intégration  à  une  époque  quelconque. 

Remarquons  d'abord  que  ce  problème  est  en  général  indé- 
terminé, sauf  dans  deux  cas  seulement:  quand  il  s'agit  d'un 
liquide  homogène,  occupant  un  espace  indéfini,  ou  d'un 
liquide  homogène  remplissant  entièrement  le  vase  qui  le  ren- 
ferme. 

27.  Volumes  à  connexion  simple  et  volumes  à  con- 
nexion multiple.  —  Avant  d'aborder  l'étude  de  la  question 


CONNEXION  SIMPLE   ET   CONNEXION    MULTIPLE 
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Fig.  10. 


proposée,  il  est  indispensable  de  définir  ce  que  nous  appel- 
lerons volume  à  connexion  simple  et  volume  à  connexion 
multiple:  ce  sont  des  notions  dont  nous  aurons  constamment 
à  faire  usage. 

Un  volume  à  connexion  simple,  ou  volume  simplemer'  con- 
nexe est  un  volume  qui  ne  présente  pas  de  trou  :  eb  sont  la 
sphère,  l'ellipsoïde,  le  cube. 

Toute  courbe  fermée  tracée  dans  l'intérieur 
d'un  pareil  volume  peut  se  réduire  à  un 
point,  en  se  déformant  d'une  manière  con- 
tinue, sans  sortir  du  volume  [fig.  lOy,  elle 
balaye  alors  une  certaine  aire  A  qui  est  exclu- 
sivement limitée  par  la  courbe. 

Nous  conviendrons  donc  de  dire  qu'un  volume  est  à  con- 
nexion simple  quand  toute  courbe  fermée  intérieure  à  ce 
volume  peut  élre  regardée  comme  le  contour  d'une  aire  plane 
située  tout  entière   à  l'intérieur  du  volume.  Si    l'on   adopte 

cette    définition    le    volume 
^  compris  entre  deux  sphères 

concentriques  est  encore  à 
connexion  simple. 

28.  Un  volume  à  con- 
nexion multiple  est  un  vo- 
lume qui  présente  un  ou 
plusieurs  trous:  le  nombre 
des  trous  marque  l'ordre  de 
multiplicité;  tel  est  un  tore 
{fig.  11). 
Dans  les  volumes  à  connexion  multiple  on  peut  tracer  des 


Fig.  11. 
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courbes  fermées  de  deux  espèces  ;  des  courbes  de  première 
espèce,  comme  celles  que  nous  avons  définies  au  paragraphe 
précédent,  pouvant  se  réduire  h  un  point  sans  sortir  du  vo- 
lume. Telles  seraient,  dans  le  tore,  les  circonférences  tracées 
dans  un  plan  méridien,  concentriques  à  l'une  des  circonfé- 
rences méridiennes. 

Des  courbes  de  seconde  espèce,  qui  ne  peuvent  se  réduire 
à  un  point,  par  une  déformation  continue,  sans  sortir  du  vo- 
lume :  par  exemple,  dans  un  tore,  les  circonférences  tracées 
dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  et  ayant  leur  centre 
sur  cet  axe. 

29.  Ceci  posé,  supposons  que  le  tourbillon  soit  nul. 
et  considérons  l'intégrale 


:  l[i(dœ  -\-  vdy  -\-  wdz). 


Celle  intégrale  prise  le    long  d'une  courbe  fermée  de  pre- 
mière espèce  est  nulle.  En  effet  [9]  : 


=/2?. 


d(x 


\n  étant  la  composante  normale  du  tourbillon,  c/w  un  élément 
de  l'aire  limitée  par  la  courbe.  Gomme  par  hypothèse  : 

Ç„  =:  0,         on  a        J  =  o. 

Celle  proposition n'estplus vraie  pour  lescourbesde  seconde 
espèce.  Supposons  en  effet  que  le  volume  soit  celui  d'un  tore 
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et  que  : 

"=5H^>    "  =  -55^    -  =  ''■ 

Les  lignes  de  courants  sont  des  cercles  ayant  leur  centre 
situé  sur  l'axe  et  tracés  dans  des  plans  perpendiculaires  à  cet 

axe. 

,     ,       -         ydx  —  xdy         ,         .        y 
udx  -4-  vdy  =  - — ^ — ; — —  =  d  arc  tanc  -• 

I  ^  X^  Jç.  y^  ^  X 

Cette  fonction  des  vitesses  arc  tang  -  n'est  pas  uniforme, 

mais  elle  est  susceptible  d'une  infinité  de  déterminations  qui 
diffèrent  entre  elles  de  tt.  Quand  nous  prendrons  l'intégrale  J 
le  long  d'une  courbe  de  seconde  espèce,  cette  intégrale  sera 
égale  non  pas  à  0,  mais  à  ?;  ou  à  un  multiple  de  t:  :  parce 
qu'en  revenant  au  point  de  départ  on  retrouve  une  autre  déter- 
mination de  la  fonction. 

30.  Coupures.  —  Lorsqu'un  volume  est  à  connexion 
multiple,  il  est  possible  de  le  rendre  simplement  connexe  en 
pratiquant  des  coupures.  Si  en  particulier  le  volume  est  dou- 
blement connexe,  il  suffit  de  faire  une  seule  coupure.  Par 
exemple,  un  tore  peut  être  rendu  simplement  connexe  en  le 
coupant  le  long  d'un  de  ses  cercles  méridiens. 

Les  courbes  qui  ne  traversent  pas  la  coupure  seront  de  pre- 
mière espèce;  les  courbes  qui  traversent  la  coupure  seront 
de  deuxième  espèce. 

La  fonction  des  vitesses  reste  uniforme  tant  qu'on  ne  tra- 
verse pas  la  coupure,  et  l'intégrale  J  prise  le  long  d'une 
courbe  qui  ne  traverse  pas  la  coupure  est  nulle. 

Considérons  au  contraire  deux  points  infiniment  voisins  l'un 
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de  l'autre,  et  infiniment  voisins  de  la  coupure,  mais  situés  de 
part  et  d'autre  de  celte  coupure  :  d'un  de  ces  points  à  l'autre 
la  fonction  des  vitesses  présente  une  discontinuité  ;  la  diffé- 
rence des  valeurs  qu'elle  prend  en  ces  deux  points  est  finie  et 
égale  à  la  valeur  de  l'intégrale  J  prise  le  long  d'une  courbe  de 
deuxième  espèce  reliant  les  deux  points. 

31.  Théorème,  —  Cette  différence  est  constante,  autrement 
dit  la  valeur  de  l'intégrale  J  est   la  même   pour  toutes  les 
courbes  d'intégration  qui  traversent  une  seule  fois  la  cou- 
pure. 
y^- —  --?^\  Supposons,  en  effet,  que  la  courbe  G 

!  .'  ,'\- \   •.  '\\      se   déforme    d'une    manière   continue, 

j   ;   (       .       I   ;   ;        sans  sortir  du  volume  et  devienne  par 

\  \    -,  V y  .■   :         exemple  telle  que  G'  [fig.  12).  Pendant 

\^-.  .y, ..--^^        cette  déformation,  la  courbe  G  balaye 
Fig.  12.  une  certaine  aire  qui  est  tout  entière 

située  à  l'intérieur  du  volume. 
L'intégrale  J  prise   le  long   du  contour  complet  de  cette 
aire  GG'  est  nulle. 

Seulement  les  deux  courbes  G  et  G' sont  parcourues  en  sens 
contraire,  donc: 

Je  —  Je  =  o 
ou 

Je  =  Je- 

La  valeur  de  la  discontinuité  de  la  fonction  cp  des  vitesses 
d'un  bord  à  l'autre  de  la  coupure  est  donc  la  même  en  tous 
les  points  de  cette  coupure:  soit  A  sa  valeur. 

Si  la  courbe  de  deuxième  espèce   suivant  laquelle  on  fait 
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l'inlégration  traverse  deux  fois  la  coupure,  la  discontinuilé 
de  la  fonction cp  sera2A,  etc.  D'une  manière  générale,  si  le  con- 
tour d'intégration  traverse  la  coupure  71  fois  dans  le  sens 
direct,  n'  fois  dans  le  sens  inverse,  la  valeur  de  l'intégrale 
sera  [n  —  n')  A. 

32.  Si  le  volume  est  triplement  connexe  {/ïg.  13),  il  faut 
pratiquer  deux  coupures  pour  le  rendre  simplement  connexe. 
La  fonction  des  vitesses  cp  est  alors 
entièrement  déterminée;  mais  elle 
présente  une  discontinuité  d'un  bord 
à  l'autre  de  chacune  des  coupures. 
Cette  discontinuité  a  une  valeur 
constante  A  le  long  de  la  première 
coupure,  et  une  valeur  constante  B 
généralement  différente  de  A  le  long 
de  la  seconde. 

Si  le  contour  d'intégration  C  rencontre   une   seule  fois  la 
première  coupure 

Jc  =  A. 


Fig.  13. 


Si  ce  contour  C  rencontre  une  seule  fois  la  seconde  cou- 
pure, sans  traverser  la  première 

Je  =  B. 

Enfin,  d'une  manière  générale,  si  le  contour  d'intégration 
traverse  la  première  coupure  n  fois  dans  le  sens  direct,  n'  fois 
dans  le  sens  inverse,  et  la  seconde  coupure  p  fois  dans  le  sens 
direct,  p'  fois  dans  le  sens  inverse,  on  a  : 


J  =  (n  — n')A+  (p— P')B. 


CHAPITRE  III 


DÉTERMLNATION  DES  COMPOSANTES  DE  LA  VITESSE 

EN    FONCTION    DES    COMPOSANTES    DU    TOURBILLON 

CAS  PARTICULIER  DES  LIQUIDES 


33.  Nous  avons  établi  dans  le  cas  général  [3]  l'équation 
de  continuité  : 

^  '  ^t^    2)x    ^    ^iy    ^     cV    ""    ' 

s'il  s'agit  d'un   liquide,  la  densité  p  est  constante  et  cette 
équation  se  réduit  à  : 

ta\  3m     ,     Su     ,     7)10 

Supposons  que  le  tourbillon  soit  nul  partout,  autrement  dit, 
que  l'expression 

udx  -\-  vdy  -\~  wdz 

soit   une  difTérenlielle  exacte,    d^  ;    tp  sera  la  fonction  des 
vitesses. 

L'équation  de  continuité  s'écrit  alors  : 

A(p  =  o, 


LIQUIDE  OCCUPANT  UN   ESPACE   INDÉFINI  41 

en  posant  comme  d'habitude  : 

c)^Œ,  <)^Cp  Ô^d- 

34.  Théorème,  —  Il  y  a  deux  cas  où  ces  conditions  ne 
peuvent  être  remplies  sans  que  le  liquide  soit  en  repos. 

1°  Quand  le  liquide  remplit  l'espace  indéfini  et  se  trouve  en 
repos  à  l'infini  ; 

2°  Quand  le  liquide  remplit  entièrement  un  vase  solide, 
fermé  et  simplement  connexe. 

Nous  démontrerons  ces  deux  propositions  en  nous  appuyant 
sur  le  théorème  de  Green,  qui  s'exprime  par  l'équation: 

L'intégrale  du  premier  membre  est  étendue  à  tous  les  élé- 
ments dbi  d'une  surface  fermée;  les  deux    autres,  à  tous  les 

éléments  d-:  du  volume  limité  par  cette  surface.  ^  est  la  dé- 
rivée de  <sj,  estimée  suivant  la  normale  à  la  surface  au  centre 
de  gravité  de  l'élément  doi.  Ici  c'est  la  projection  de  la 
vitesse  sur  cette  normale.  La  fonction  tp  doit  être  uniforme  à 
l'intérieur  du  volume  t. 

35.  Liquide  occupant  un  espace  indéfini.  —  Appli- 
quons le  théorème  de  Green  à  une  sphère  de  rayon  très  grand. 

Comme  nous  supposons  que  le  liquide  est  en  repos  à  l'in- 
fini, -2  sera  nul  sur  toute  la  surface  de  cette  sphère;  l'inté- 
dn 

grale  du  premier  membre  sera  nulle.  La  première  inté- 
grale du  second  membre  est  aussi  nulle,  puisque  A^=  o  ;  par 
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conséquent  il  en  est  de  même  de  la  dernière: 

L'élément  diflérenliel  est  essentiellement  positif,  c'est  une 
somme  de  carrés;  cette  égalité  entraîne  donc  les  suivantes: 

Dq;  dcp  dq> 

— I-  :::;  o  —    —  o  — -'  -"-  G 

Da;  ^y  Tiz         ' 

ou 

U  =  o      V  =  o      10  =  o. 

La  vitesse  est  donc  nulle. 

36.  Liquide  remplissant  complètement  un  vase  im- 
mobile. —  1°  Vase  simplement  connexe.  —  Appliquons  en- 
core le  théorème  de  Green  :  en  choisissant  pour  la  surface 
d'intégration  la  surface  des  parois  du  vase,  et  pour  le  volume, 
le  volume  du  vase.  Puisque  la  paroi  est  immobile,  la  vitesse 
du  liquide  en  un  point  de  cette  paroi  ne  peut  être  que  tan- 

gentielle,  et  la  composante  normale  —^  est  nulle;  donc  : 


fcp  r-*-  ao)  =  o; 


comme  A^  =  o, 

l(f\fd'ç  =  o, 
et  par  conséquent  : 


fm'+c^ï^m>- 
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On  en  déduit  comme  ci-dessus  : 

t)(^         <)o         iz 
^x       7*y       i)ï, 

La  vitesse  est  donc  nulle  en  tous  les  points, 

37.  Le  raisonnement  qui  précède  n'a  de  valeur  que  pour 
un  volume  simplement  connexe.  Si  le  vase  était  à  connexion 
multiple,  la  l'onction  »  ne  serait  plus  uniforme,  et  le  théorème 
de  Green  cesserait  d'être  applicable. 

38.  2°  Vase  doublement  connexe.  —  Supposons  que  le 
vase  soit  doublement  connexe,  et  par  exemple  qu'il  ait  la 
forme  d'un  tore.  Pratiquons  une  coupure  suivant  un  cercle 
méridien:  les  courbes  fermées  de  seconde  espèce  rencontre- 
ront cette  coupure.  La  fonction  des  vitesses  cp  est  uniforme 
tant  qu'on  ne  traverse  pas  cette  coupure;  mais  d'un  bord  à 
l'autre,  la  fonction  ci  présente  une  discontinuité  qui  est  cons- 
tante sur  toute  la  surface  de  la  coupure. 

Je  dis  que,  si  on  se  donne  cette  constante,  autrement  dit  la 
valeur  de  J  le  long  d'une  courbe  de  seconde  espèce,  le  mou- 
vement du  liquide  est  entièrement  déterminé. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  }-  ait  deux  solutions  possibles,  et 
soient  œ'  et  cp"  les  deux  fonctions  des  vitesses  correspondant  à 
ces  solutions  ;  soient  ci,,'  et  cp2  les  valeurs  de  (p'de  part  et  d'autre 
de  la  coupure,  ^'[  et  cpa  celles  de  cp".  Nous  aurons  : 

«pi  —  «pa  =     J() 

?(    ?2    —       J.) 

Jq  étant  la  constante  donnée;  tant  qu'on  ne  traverse  pas  la 
coupure,    ^'  et   <p"  sont  d'ailleurs   uniformes.    Retranchons 
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membre  à  membre  les  deux  équations  ci-dessus,  il  vient: 

?i  —  Î4  —      ?i  ~  Ta- 

La  fonction  cp' —  cp"  a  donc  même  valeur  de  part  et  d'autre 
de  la  coupure,  elle  est  uniforme  et  continue  dans  tout  le 
volume,  et  on  peut  lui  appliquer  le  théorème  de  Green  ;  on 
en  déduira: 

ou 

<)cp'         3©'       ?<p'         c><p         ?cp  Dœ" 

t'a;        7>x       ciiy        i^y      7^z        ^z 

Les  composantes  de  la  vitesse  sont  les  mêmes  dans  les 
deux  cas:  il  y  a  donc  un  seul  mouvement  possible. 

39,  3"  Vase  triplement  connexe.  —  Il  faut  faire  dans  ce 
cas  deux  coupures  pour  rendre  le  volume  simplement  con- 
nexe. 

Le  mouvement  est  déterminé  quand  on  se  donne  : 

cp,  — -  Cpj  =  Jo  cp3  —  cp4  =  J, 

tp,  —  ag  étant  la  différence  des  valeurs  de  cp  sur  les  deux  bords 
delà  première  coupure,  cpg  —  cp^  cette  différence  relativement 
à  la  seconde  coupure. 

On  trouverait  comme  précédemment,  en  admettant  qu'il 
existe  deux  solutions  cp'  et  cp"  : 

?i  —  ?»  —  ?(—  Ta 

?3  ?4    —  T3   —  *4- 

La  fonction  cp'  — ç"  étant  uniforme  et  continue  à  l'intérieur 
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du  volume,  on  déduit  du  théorème  de  Green: 

cp'  —  cp"  =  const. 
ou  : 

\     r  -\     " 

40.  Le  tourbillon  n'est  pas  nul.  —  Dans  le  cas  un  le 
tourbillon  n'est  pas  nul,  le  problème  de  Helmholtz  est  déter- 
miné et,  s'il  admet  une  solution,  n'en  admet  qu'une  seule. 

EnelFel,  (juel  est  ce  problème?  Il  s'agit,  étant  données  les 
composantes  l,  yj,  Ç  du  tourbillon,  de  déterminer  u,  t\  lo 
d'après  les  équations: 


os       ^"' 


^y        (\z 


'du        c*y 

(4) 


oz        ex 


c'a?       oy 

Tfu  j^^^  j^  ^''^ 

■?^  "T"  ?^  "T"  d7  ""  °' 


Supposons  que  nous  ayons  trouvé  deux  solutions 

u  :==  u'  u  =  II' 

V  z=  v'         V  =  v" 
10  =  lO'         10  =  lo" 


Nous  aurons 


^'  -  ^   ""   ?^ 

^^  -  ly         -èz 
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d'où  : 

^{w'  —  lo")       ?(u'  —  v") 

et  deux   autres   équations   analogues.     Ces    trois    e'quations 
expriment  que  la  somme 

(il  —  u")  dx  4"  C»^'  —  v")  dy  -(-  [lo'  —  w")  dz 

est  une  difFérentielle  exacte  f/cp.  On  peut  donc  poser  : 

n'-u"  =  ^^ etc. 

ex 

Ecrivons  que  l'équalion  de  continuité  est  satisfaite  pour 
w=  ?/ etc.,  etpourî<=:  xî' etc.,  il  vient  : 

jm^ùX  .^-J    ÙX 

d'où,  en  retranchant  membre  à  membre  : 

S-ii[u'  —  u")  _ 
-bx         ~   ^' 
c'est-à-dire  : 

A^  =  o. 

Si  le  vase  est  entièrement  remi)li,  la  composante  normale 
de  la  vitesse  doit  être  nulle  en  chaque  point  de  la  jiaroi. 
Soient  /,  m,  p  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  un 
point  de  la  paroi,  la  composante  normale  de  la  vitesse  sera: 

lu  •\-  nvù  -\-  pio, 

et  si  cette  composante  est  nulle  : 

lu'  -f-  »îu'  -j-  pw'  =  o 
lu"  -\-  7nv"  -{-  pio"  =  0 
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Par  conséquent  : 

/  r^  +  'n  C^  +  P  T^  =  C^  =  0. 

Si  le  vase  est  à  connexion  simple,  nous  trouverons,  en 
raisonnant  comme  ci-dessus  [36]  : 

cp  =:  const. 

1)3)        7)ii       ?a/ 
t>cr       t^y       ^s 

ou  : 

m'  =  u"         v  =  u"  ?';'  =  w" 

Le  problème  ne  comporte  donc  qu'une  seule  solution. 

41.  Supposons  que  le  vase  soit  à  connexion  muUiple,  le 
raisonnement  précédent  n'est  plus  légitime  ;  il  faut  intro- 
duire une  ou  plusieurs  conditions  de  plus. 

Soit,  par  exemple,  un  voluQie  doublement  connexe.  Prati- 
quons une  coupure,  et  soit  J^,  la  valeur  de  l'intégrale  prise  le 
long  d'une  courbe  fermée  qui  traverse  une  seule  fois  la  cou- 
pure. 

Le  problème  sera  déterminé  si  on  se  donne,  outre  lesvaleurs 
de^,  71,  C,  celle  de  J^. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  puisse  exister  deux  solutions, 
(m',  u',  w)  et  [u",  u",  10"),  nous  démontrerions  comme  plus  haut 
[38]  que: 


ôx  oy  oi 


•-^-  =0  Aï.  =  o. 

on  ' 


l 
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D'autre  part  : 

/  i^'dx  -\-  v'dy  -j-  io"dz  =  J^ 
/  n"dx  -\-  o'dy  -j-  io"dz  =  J^^ 
et  en  retranchant  membre  à  membre  : 


ou 


/  ofcp  =  o. 


La  fonction  cp  reste  donc  uniforme,  même  quand  on  supprime 
la  coupure  ;  elle  doit  se  réduire  à  une  constante  :  par  consé- 
quent: 

3cp  I         II  ,         I, 

r-î-  =  ît  —  t<  =  0        OU        ît  =  M  ,        etc. 

ex 

42.  Si  le  volume  était  triplement  connexe,  il  faudrait  pra- 
tiquer deux  coupures.  Pour  déterminer  le  problème,  il  est  né- 
cessaire de  se  donner,  outre  les  valeursde  ?,  -/j,  C»  la  valeur  J^ 
de  l'intégrale  J  prise  le  long  d'une  courbe  fermée  rencontrant 
une  fois  la  première  coupure  seulement  et  sa  valeur  J^  le 
long  d'une  courbe  fermée,  rencontrant  une  fois  la  deuxième 
coupure  seule. 

43.  Analogie  des  équations  hydrodynamiques  de 
Helmholtz  et  des  équations  électrodynamiques  de 
Maxwell.  —  1°  Supposons  que  le  liquide  considéré  occupe 
un  espace  indéfini  et  soit  en  repos. 


KQUATIO.NS  DE  HELMHOI.TZ  ET  DE  MAXWELL 
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Dans  ce  eus,  le  système  des  équations  de  Helmholtz  pré- 
sente la  même  forme  que  le  système  des  équations  de  Maxwell, 
relatif  au  champ  magnétique. 

Maxwell  appelle  h,  v,  lo  les  composantes  du  courant,  ce 
qui  signifie  qu'un  élément  de  surface  doj  normal  à  ox  est  tra- 
versé dansle  temps  dt  par  une  quantité  d'électricité  udw  dt. . .  etc. 
a,  p,  Y  sont  les  composantes  du  champ  magnétique  produit 
par  le  courant  :  a,  b,  c,  les  composantes  de  l'induction  ma- 
gnétique qui  se  réduisent  à  a,  p,  y  quand  il  n'y  a  ni  aimant 
permanent,  ni  fer  doux.  L'équation 

Sa;  "T"  Dy  +  ^  -  '^ 
de  Maxwell  se  réduit  alors  à  la  suivante  : 


Si  nous  comparons  les  deux  systèmes,  nous  trouvons  : 


(Maxwell)  («) 
Antc  =  -^  —  -il 

^x        'èy 

Da         SJ         ^^ 
-dx  ^  ^y  ^  -èz 


(Helmlioltz) 

g;  dw       dv 

dy        dz 

a du        dto 

dz       dx 

dv        du 


^r  — 


dx       dy 


du    ,    dv       dio 

dx~^  dy~^'dz~  ^' 


On  voit  que,  pour  passer  des  équations  de  Helmholtz  à  celles 


(>)  Voir  Éleclrieilé  et  optique,  1,  g  102  el  ^  118. 

THÉOBIE   LES   TOUHBILLONS. 
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de  Maxwell,  il  suffit  de  changer  C,7i,  ;,w,  u,  î^  respectivement 
en  2t:u,  27:y,  'i-ntv,  a,  p,  y. 

Nous  avons  démontré  que,  si  un  pareil  système  admet  une 
solution,  celte  solution  est  unique. 

Or  supposons  que  nous  connaissions  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens  le  vecteur  tourbillon.  Divisons  ce  vecteur  par  2:t 
et  admettons  que  ce  vecteur  ainsi  réduit  représente  un  courant 
électrique.  Le  système  de  courants  ainsi  obtenu  produit  un 
champ  magnétique,  et  le  vecteur  qui  représente  ce  champ 
représentera  la  vitesse  de  la  molécule  fluide  au  même  point. 
Les  lignes  de  force  magnétiques  seront  les  lignes  de  courant 
hydrodynamiques. 


44.  Cas  où  il  existe  un  seul  tube  de  tourbillons.  — 

Supposons  qu'il  existe  un  seul  tube  de  tourbillons  fermé  et 

de  section  infiniment  pe- 
tite, que  le  tourbillon  ait 
en  chaque  point  une  va- 
leur assez  grande  pour 
que  le  moment  du  tube 
soit  fini,  et  enfin  que  le 
tourbillon  soit  partout 
nul  en  dehors  du  tube. 

En  raison  de  celte  der- 
nière hypothèse,  il  y  aura 
en  dehors  du  tube  une 
fonction  des  vitesses  cp.  Mais  le  volume  extérieur  au  tube  est 
doublement  connexe,  car  on  peut  tracer  deux  sortes  de 
courbe  fermées:  les  unes,  telles  que  C[/i(/.  li),  qui  n'enlacent 
pas  le  tube;  les  autres  G  s'enlaçant  avec   lui  à  la  façon  des 


FiK.  14. 
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anneaux  d'une  chaîne.  L'intégrale  J  prise  le  long  des  pre- 
mières courbes  est  nulle  ;  mais,  prise  le  long  des  courbes  de 
la  seconde  espèce,  elle  est  égale  non  plus  à  o,  mais  au  moment 
du  tube. 

La  section  du  tube  étant  infiniment  petite,  ce  tube  peut 
être  assimilé  à  une  courbe  que  je  supposerai  fermée  et  que 
j'appellerai  l'axe  du  tube.  En  effet,  nous  pouvons  faire  passer 
par  l'axe  du  tube  tourbillonnaire  une  certaine  surface  et 
prendre  comme  coupure  l'aire  limitée  sur  cette  surface  par 
l'axe  du  tube.  Toutes  les  courbes  fermées  qui  ne  traverseront 
pas  celte  aire  seront  de  première  espèce  ;  celles  qui  lu  traversent 
seront  de  seconde  espèce  [30]. 

45.  Supposons  que  la  fonction  »  soit  nulle  à  l'infini,  ce  qui 
est  permis  puisque  cette  fonction  n'est  donnée  que  par  ses 
dérivées  et  n'est,  parconséquent,  déterminée  qu'à  une  constante 
près.  Pour  définir  la  valeur  de  ©  en  un  point  donné  P,  nous 
prendrons  l'intégrale  J  le  long  d'une  courbe  joign;int  un  point 
infiniment  éloigné  au  point  P  considéré,  sans  traverser  la 
coupure.  Cette  définition  n'est  évidemment  suffisante  que  si 
la  fonction  cp  est  uniforme  et,  par  conséquent,  si  la  valeur  ainsi 
calculée  ne  dépend  pas  du  chemin  suivi  pour  venir  de  l'infini 
au  point  P.  Or  cette  condition  est  remplie.  En  eflet,  considé- 
rons deux  chemins  quelconques,  MQP,  MRP,  joignant  un 
point  M  très  éloigné  au  point  P.  Le  long  du  contour  fermé 
MQPR.M,  qui  ne  traverse  pas  la  coupure,  l'intégrale  J  est  nulle, 
donc: 


OU 


fdf  -f-  f(h  =  o 

^  MOP      J  PRM 

Idz)  =  Idxi  =  »p 
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La  valeur  de  cp  ainsi  calculée  en  un  point  M  dépend  de  la 
surface  choisie  comme  coupure;  elle  est  la  même  pour  deux 
coupures  qui  ne  comprennent  pas  entre  elles  le  point  M,  mais 
elle  est  différente  si  le  point  M  se  trouve  entre  les  deux  sur- 
faces choisies  successivement  comme  coupures. 

Il  faut  maintenant  déterminer  cette  valeur  de  ^.  Soit  i^.  le 
moment  du  tube  lourbillonnaire  : 


[x=:2s/î,^  + V  +  c'f^'^; 

dm  étant  la  section  droite  du  tube,  que  nous  avons  supposée 
infiniment  petite.  Si  nous  remplaçons  les  tourbillons  (ç,  y],  Ç) 
par  des  courants  (i<,  v,  w),  chacune  des  composantes  du  cou- 
rant est  égale  à  la  composante  correspondante  du  tourbillon 
divisée  par  Stt.  L'intensité  du  courant,  comptée  langentielle- 
ment  au  tube  lourbillonnaire,  sera  : 


i  =  sju^  ~i~  ^^  "1"  ^'-^'diii. 
Par  conséquent  : 

Si  on  détermine  la  valeur  de  i  d'après  cette  égalité,  la  force 
magnétique  et  la  vitesse  d'une  molécule  fluide  en  un  point 
seront  représentées  par  le  même  vecteur.  La  fonction  des 
vitesses  sera  le  potentiel  magnétique  du  courant.  En  un 
point  donné,  ce  potentiel  a,  comme  on  le  sait,  pour  expression 

0  étant  l'angle  solide  sous  lequel  on  voit  de  ce  point  le  contour 
du  courant.  (Cf.  Electricité  et  optique,  tome  I,  page  107.)  Par 
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suite  : 

s  étant  l'angle  solide  sous  lequel  on  voit  du  point  considéré 
l'axe  du  tube  tourbillonnaire. 

S'il  y  avait  plusieurs  tubes  lourbillonnuires,  la  fonction  tp 
relative  au  système  serait  la  somme  des  fonctions  cp^,  cpa ...  etc., 
relatives  à  chacun  d'eux,  et  la  même  relation  subsisterait. 

46.  Cas  d'un  tube  tourbillonnaire  rectiligne  et  indé- 
fini. —  Soit  un  tube  tourbillonnaire  rectiligne. 

Appliquons  la  règle  précédente.  Nous  devons  remplacer  le 
tube  par  un  courant  rectiligne  indéfini,  possédant  une  inten- 
sité: 


4- 


D'après  la  loi  de  Biot  et  Savart,  l'action  de  ce  courant  sur 
un  pôle  magnétique  M  est  perpendiculaire  au  plan  MPQ  et 
inversement  proportionnelle  à  la  distance  ?•  du  point  M  à  la 
droite  PQ.  La  vitesse  d'une  molécule  fluide  M  sera  donc  perpen- 
diculaire au  plan  MPQ  et  variera  en  raison  inverse  de  sa  dis- 
tance à  l'axe  du  tube  tourbillonnaire. 

47.  Ce  résultat  peut  d'ailleurs  s'obtenir  directement,  sans 
l'intermédiaire  de  la  comparaison  électrodynamique. 

Par  raison  de  symétrie,  la  vitesse  doit  se  trouver  dans  le 
plan  R  mené  par  M  perpendiculairement  à  PQ.  Si,  d'autre 
part,  nous  considérons  le  plan  PMQ,  ce  n'est  pas,  à  proprement 
parler,  un  plan  de  symétrie.  En  efTet,  prenons  pour  plan  de  la 
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figure  le  plan  R  [fig.  15)  :  la  droite  Pcp  se  projette  sur  ce  plan 
en  N.  MN  est  la  trace  du  plan  PMQ.  Supposons  que  le  tour- 
billon ait  le  sens  indiqué  par  la  tlèche  et  que  la  vitesse  soit 

dirigée  suivant  MV. 

v/' 

^  Prenons  l'image   de   la   figure 

'^ 
\  par  rapport  à  MN  ;  le  moment  du 

tube  tourbillonnaire  conserve  la 
même  valeur,  mais  le  tourbillon 
change  de  sens.  La  vitesse  con- 
servera donc  sa  grandeur  absolue 
Fig.  15.  et  sa  direction,  mais  changera  de 

sens  ;  elle  devient  MV.  Gomme 
MV  doit  être  symétrique  de  M  V  par  rapport  à  MN,  il  faut  que 
MV  soit  perpendiculaire  à  MN  et,  par  conse'quent,  au  plan 
MPQ,  puisque  nous  savons  que  MV  est  situe'  dans  le  plan  R. 

48.  Pour  trouver  la  grandeur  de  la  vitesse,  rappelons  que  : 
J  =  /  {udx  ■\-  vdy  -|-  todz)  =  a. 

Choisissons  comme  contour  d'intégration  le  cercle  décrit 
de  N  comme  centre  avec  MN  comme  rayon,  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  PQ  ;  prenons  PQ  comme  axe  des  z,  le  point  N 
comme  origine,  comme  axes  des  x  et  des  y  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle.  Dans  ce   système  d'axes: 

X  ■=■  ç  cos  0)  y  =  p  sin  id 

dx  =  —  p  sin  (3id(ji  dy  ■=  p  cos  u)C?a>  dz  =:  o 

u  =  —  V  sin  to,  V  =  V  cos  to,  w  =  o. 
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D'où 


[X  =  fpV  (sin3  w  -j-  cos2  w)  rfu)  =  27rpV 

t/   n 


^      27:0 


Cette  vitesse  est  donc  inversement  proportionnelle  ù  la  dis- 
tance MN  =  p,  comme  nous  l'avons  trouvé  par  une  autre 
méthode. 

49.  Démonstration  directe.  —  Il  n'est  pas  indispen- 
sable, pour  obtenir  l'expression  de  la  fonction  a-,  d'avoir 
recours  à  la  comparaison  entre  les  équations  hydrodyna- 
miques et  les  équations  électrodynamiques,  comme  nous 
l'avons  fait;  celte  expression  peut  s'obtenir  directement 
comme  je  vais  le  montrer. 

Pour  abréger,  nous  dirons  que  la  fonction  cp  est  engendrée 
par  un  contour  G  quand  elle  est  due  à  un  tube  tourbillon- 
naire  dont  ce  contour  G  est  l'axe,  et 
nous  conviendrons  de  prendre  un 
tubetourbillonnaire  dont  le  moment 
soit  égal  à  1.  Ce  choix  d'unité  n'en- 
lèvera rien  évidemment  à  la  généra- 
lité de  notre  démonstration.  Je 
vais  d'abord  établir  quelques  théo- 
rèmes qui  nous  seront  nécessaires 
pour   trouver  l'expression   de   la  fonction  cp. 

50.  Théorème  I.  —  Considérons  une  courbe  fermée  ABCD 
{fig.  16)  ;  joignons  deux  points  de  cette  courbe,  B,  D,  par  un 
chemin  quelconque  BED.  Nous  formons  ainsi  deux  contours 
partiels,  ABEG,  BGDE,  et  un  contour  total,  ABCD.  Admettons 


Fig.  16. 
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que  ces  contours  forment  les  axes  de  trois  tubes  tourbillon- 
naires  T',  T"  et  T.  Chacun  des  contours  engendre  une  fonction  cp. 
Soient  cp',  'if'  et  cp  les  fonctions  correspondant  respectivement 
à  T'.  T"  et  T.  Je  disque: 

a>  =  <p  -j-  cp  . 

En  effet,  par  les  trois  courbes  nous  pouvons  faire  passer  une 
certaine  surface,  laquelle  détermine  deux  coupures.  La  fonc- 
tion cp  admet  les  deux  coupures  ;  cp'  n'admet  que  la  coupure  (1), 
et  cp"  la  coupure  (2).  Pour  établir  le  théorème,  il  suffit  de 
montrer  qu'on  a  identiquement  : 

^  —   çp'  —  cp"  =^  o. 

Cette  fonction  vérifie  l'équation  de  Laplace 

^  (tp  —  <f'  —  «f")  =  0, 
puisque  : 

A^  =  Acp'  =  Acp"  =  o  ; 

elle  s'annule  à  l'infini,  de  même  que  les  fonctions  par- 
tielles cp,  tp',  cp".  Il  est  permis  de  lui  appliquer  le  théorème  de 
Green  [34],  si  elle  est  uniforme,  c'est-à-dire  si  l'intégrale 

mcp  —  /rfcp'  —  /c/cp"  =  o 

le  long  d'un  contour  fermé  quelconque.  Supposons  que  la 
courbe  d'intégration  soit  de  première  sorte,  c'est-à-dire  ne 
rencontre  aucune  coupure;  alors  les  trois  intégrales  partielles 
sont  nulles.  Si  la  courbe  franchit  la  coupure  (1)  seulement, 
r^cp  est  égal  au  moment  du  tube  T,  c'est-à-dire  à  l  par  hypo- 
thèse, fe'  est  égal  au  moment  du   tube  T,  qui  est  aussi  1. 
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/rfcp"  est  nul.  L'équation  est  encore  vérifiée  ;  on  rétablirait  de 

la  même  manière  si  la  courbe  d'intégration  rencontrait  seu- 
lement la  coupure  (2). 

D'ailleurs  un  contour  fermé  quelconque  peut  toujours  être 
remplacé  par  une  série  de  contours  dont  chacun  ne  rencontre 
qu'une  seule  coupure  [fig.  17).   Ainsi  le  contour  MNPQ,  qui 
rencontre  les  deux   cou- 
pures, peut  être  remplacé 
par  MNRQM,  qui  ne  ren- 
contre   que    la  première 
coupure,  et  NPQRN,  qui 
ne  rencontre  que  la  deu- 
xième. En  effet  parcourir 
ces  deux  contours  revient 
à    parcourir   le    contour 
primitif  dans  un  sens  dé- 
terminé, et  l'arc  NRQ  une 

fois  dans  un  sens  et  une  fois  dans  l'autre  ;  cet  arc  disparaît 
dans  le  résultat.  Par  conséquent,  le  long  d'un  contour  quel- 
conque : 


/rftp  —  xd-i/  —  /c?<f-"  =  0 


La  fonction  cp  —  ^'  —  <p"   est  uniforme   et   par  conséquent, 
d'après  le  théorème  de  Green,  identiquement  nulle. 

51.  Théorème  II.  —  La  fonction  <p  engendrée  par  un  con- 
tour plan  G  est  nulle  en  tout  point  du  plan. 

Soit  G  le  contour  {fig.  18)  ;  représentons  la  direction  du 
tourbillon  par  une  flèche,  prenons  la  figure  symétrique  par 
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Fig.  18. 

52.  Théorème  III. 


rapport  au  plan  du  contour,  cp  ne  doit  pas  changer.  Le 
point  M,  qui  appartient  au  plan  de  symétrie,  nectiangepas;  le 
moment  du  tube  conserve  la  même 
valeur  absolue,  mais  change  de  si- 
gne, car  le  mouvement  du  tourbillon 
change  de  sens.  La  fonction  ©  doit  à 
la  fois  ne  pas  changer  et  modifler  son 
origine  :  elle  ne  peut  être  que  nulle. 
Supposons  qu'un  contour  C  soit  tracé 
sur  la  surface  d'un  cône  ayant  son  sommet  en  M  {ftg.  19).  On 
peut  tracer  sur  la  surface  du  cône  deux  espèces  de  courbes: 
les  unes,  hmitant  une  aire  dans  laquelle  ne  se  trouve 
pas  le  sommet  ;  les  autres  faisant  le  tour  du  cône  et 
limitant  une  aire  qui  comprend  le  sommet. 

a.  Pour  les  courbes  de  la  pre- 
mière espèce,  la  fonction  cp  est 
nulle  au  point  M.   En  effet,  on 
peut  décomposer  C  en  contours 
infiniment      petits, 
dont    chacun    peut 
être  assimilé  à  un 
élément  plan  situé 
dans  le  plan  tangent 
au    cône  :    comme 
tous  ces  plans  tangents  passent  par  le  sommet  M  du  cône,  la 
fonction  cp  engendrée  par  chacun  d'eux  est  nulle.  La  fonction  ç 
engendrée  parle  contour  entier  G  étant  la  somme  des  fonctions 
élémentaires  [50]  sera  nulle  aussi. 

b.  Soient  maintenant  deux  courbes  de  seconde  espèce  ABGD 
et  A'B'C'D'  [fig.  20). 


Fig.  19. 
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Je  dis  que  les  fonctions  cp  engendrées  par  ces  deux  courbes 
ont  même  valeur  au  point  M. 

Joignons,  en  effet,  un  point  B  de  la  première  courbe  à  un 
point  B'  de  la  seconde,  par  la  génératrice  BB'  par  exemple  ; 
joignons  de  même  DD'.  Je  puis  remplacer  le  contour  ABCD 
parles  conloursA'B  CD,  ABB'A'D  DA.  CDD'G'B'BG.  En  dé<ri-  , 
vaut,  en  effet,  successivement  ces  trois  contours  dans  le  sens 
indiqué  par  la  succession  des  lettres,  je  parcourrai  chacun  des 
arcs  deux  fois  en  sens  contraire,  sauf  ABCD.  Or  les  fonctions  z, 
engendrées  par  les  deux  derniers  contours  sont  nulles  d'après 
la  première  partie  du  théorème  (a)  ;  doncles  fonctions  engen- 
drées par  les  courbes  ABCD  et  A'BC'D',  qui  ont  même  pers- 
pective au  point  M,  ont  la  même  valeur  en  ce  point. 

53.  Contour  infiniment  petit.  Forme  delà  fonction  ce. 
—  Supposons  que  le  contour  soit  infiniment  petit.  La  fonc- 
tion cp,  a  priori,  peut  dépendre  de  la  distance  r  du  point  M  à 
la  surface  élémentaire  limitée  par  le  contour;  de  l'angle '^  que 
fait  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  centre  de  gravité  de  l'élé- 
ment avec  cet  élément;  de  l'aire  de  cet  élément  et  enfin  de  sa 
forme.  Autrement  dit,  cp  peut  dépendre  de  r,  de -J/,  de  l'angle 
solide  et  de  la  forme  du  cône  qui  a  pour  directrice  le  contour 
et  pour  sommet  le  point  M. 

Je  dis  d'abord  que  co  ne  peut  dépendre  de  la  forme  de  ce 
cône.  En  effet,  cette  aire  infiniment  petite  du  premier  ordre 
peut  élre  décomposée  en  carrés  qui  seront  infiniment  petits 
du  second  ordre;  tous  ces  carrés  ont  même  forme,  l'angle  'l 
a  même  valeur  pour  chacun  d'eux,  à  des  infiniment  petits 
près  d'ordre  supérieur.  En  outre,  on  peut  rendre  leur 
nombre  assez  grand  pour  que  leur  ensemble  diffère  aussi  peu 
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qu'on  voudra  de  l'aire  considérée,  quelle  que  soit  sa  forme. 
La  valeur  de  (f  engendrée  par  le  contour  total  sera  la  somme 
des  fonctions  cp  relatives  à  chacun  des  carrés;  mais,  comme 
ces  fonctions  sont  les  mêmes  pour  chaque  carré,  puisque 
r  ei  ^  sont  les  mêmes,  et  que  les  carrés  ont  même  forme,  la 
fonction  totale  tp  sera  proportionnelle  au  nombre  des  carrés, 
c'est-à-dire  à  Taire  limitée  par  le  contour,  et  sera  indépendante 
de  sa  forme.  Par  conséquent,  nous  pouvons  poser: 

?  =  daf  (r,  ^) 

d<s  étant  l'angle  solide  du  cône,  et /'une  fonction  qu'il  nous  faut 
déterminer. 

de  a  même  valeur  tout  le  long  du  cône;  d'autre  part,  deux 
courbes  fermées  G  et  C,  tracées  sur  le  cône,  doivent  engendrer 
la  même  fonction  cp  ;  mais  pour  ces  deux  courbes  r  et  t]/  peuvent 
être  quelconques  ;  il  faut  donc  que  : 

/"(r,  <\')  =  const  =  A. 

54.  S'il  s'agit  d'une  courbe  fermée  finie,  nous  la  décompo- 
serons en  courbes  élémentaires;  pour  chacune  d'elles  ^  sera 
proportionnel  à  l'angle  so\'\ded<s.  Pour  l'ensemble,  on  aura: 

çp  =  Ad 

«étant  l'angle  solide  total. 

Pour  déterminer  A,  supposons  que  le  point  M  décrive  un 
contour  fermé  quelconque,  il  viendra: 


I  d(f  =  A.  I  da, 
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en  appelant  ix  le  moment  du  tube  tourbillonnaire  : 


D'autre  part  : 


d'où 


et 


/  dv  =  a. 

/rf,  =  4,, 
[x  =  471  A, 


a  7 


55.  Liquide  remplissant  complètement  un  vase  sim- 
plement connexe.  —  Nous  nous  proposons  de  déterminer 
u,  y,  PJ  d'après  les  éi[uali<jns 


^U  ^V  1*10  __ 

^x       <)v       '^z 


correspondant  en  électrodynamique  aux  équations 


l^x  +  ?v  "*"  ^^  ~"  ^' 


Dans  le  cas  d'un  liquide  remplissant  un  vase  simplement 
connexe,  il  faut  que  la  composante  de  la  vitesse,  normale  à  la 
paroi,  soit  nulle  en  tout  point  de  cette   paroi.  Si  on  appelle 
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l,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  cette  condition 
s'écrira 

lu  -f-  ))iv  -\-  mo  =  o. 

Pour  obtenir  le  cas  qui  correspond  à  celui-là  en  électro- 
dynamique, il  faut  supposer  que  des  courants  régnent  dans 
l'intérieur  de  la  surface  S  delà  paroi, et  que  tout  l'espaceexté- 
rieur  est  occupé  par  un  conducteur  parfait.  Si  on  part  du 
repos  et  que  les  courants  intérieurs  augmentent  progressive- 
ment, il  se  produira  des  courants  d'induction  dans  l'espace 
extérieur.  Lorsque  le  régime  permanent  est  établi,  la  force 
électromotrice  d'induction  disparaît;  mais  les  courants  d'in- 
duction subsisteront,  si  le  milieu  extérieur  est  un  conducteur 
parfait,  c'est-à-dire  présente  une  résistance  nulle.  En  faisant 
celte  hypothèse,  le  problème  d'électrodynamique  se  confond 
avec  celui  de  Helmholtz. 

En  effet,  soit  un  circuit  fermé,  N  le  flux  de  force  magné- 
tique qui  le  traverse,  la  force  électromotrice  d'induction  est 

-T-»  et  d'après  la  loi  de  Ohm  : 

Ti  '-^  ^'- 

Si  nous  supposons  le  conducteur  parfait,  R  =  o,  et  par 
suite  : 

^' 

-—  =  0  N  =  const. 

dt 

Si  nous  partons  du  repos,  N  =  o  au  début  et  reste  cons- 
tamment nul,  aucune  ligne  de  force  ne  traversera  la  surface  S, 
c'est-à-dire  que  la  composante  de  la  force  magnétique  nor- 
male à  cette  surface  est  nulle. 
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56.  Cas  particulier.  —  La  vitesse  est  parallèle  au  plan 
des  xy  et  ne  dépend  que  de  x  et  de  y,  alors  : 

da       dv 
dz       dz 

En  supposant  que  ces  conditions  soient  remplies  à  l'origine 
des  temps,  elles  le  seront  toujours  :  1»  si  le  liquide  est  indé- 
fini, parce  que  tout  plan  parallèle  au  plan  des  xy  est  un  plan 
de  symétrie  ;  2°  si  le  liquide  remplit  un  cylindre  parallèle  à 
oz,  indéfini  dans  les  deux  sens.  Il  en  sera  de  même  encore  si 
ce  cylindre  est  limité  par  deux  plans  perpendiculaires  à 
l'axe  des  z.  En  effet,  quand  on  introduit  une  cloison  dans 
le  liquide,  on  impose  en  général  au  mouvement  une  condition 
de  plus,  à  savoir:  que  la  composante  delà  vitesse  normale  à  la 
cloison  soit  nulle  en  chaque  point  de  celle-ci.  Mais,  dans  le  cas 
qui  nous  occupe,  cette  condition  était  remplie  avant  qu'on  ne 
mette  la  cloison  et  l'existence  de  cette  cloison  ne  modifie  pas 
le  mouvement. 

57.  D'après  les  hypothèses  que  nous  avons  faites  : 

7}y       ^z 

(6)  2ïi  =  -——=:  0 

vZ         cX 


V        eu 


ex         C  l 


y 


et  l'équation  de  continuité  se  réduit  à  : 
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Tous  les  tourbillons  sont  parallèles  à  o^,  tous  les  tubes 
tourbillonnaires  sont  des  cylindres  ayant  o^pour  axe. 

Suivons  un  de  ces  tubes  dans  son  mouvement  :  je  dis  que  sa 
section  droite  demeure  constante. 

Considérons  en  effet  une  portion  du  liquide  limitée  par  la 
surface  du  tube  tourbillonnaire  et  par  deux  sections  droites 
distantes  de  h. 

Si  nous  appelons  w  Taire  de  cette  section  droite,  le  volume 
du  liquide  est  hw. 

Le  liquide  étant  incompressible,  ce  volume  reste  constant. 
D'autre  part,  le  tube  de  tourbillon  se  conservant,  le  volume 
reste  cylindrique.  Une  molécule  qui,  à  l'origine  des  temps,  est 
située  dans  une  section  droite  du  tube,  y  restera  toujours, 
puisque  sa  vitesse  est  située  dans  ce  plan  :  les  deux  sections 
qui  limitent  le  cylindre  resteront  toujours  à  la  même  distance. 
Puisque  lnà  et  A  sont  constants,  il  s'ensuit  que  w  est  constant. 

Si,  en  particulier,  nous  considérons  un  tube  tourbillonnaire 
de  section  infiniment  petite  do),  son  moment  jx  est  donné  par  : 

}i  =  2dw.'C, 
dix>  doit  être  constant  ;  \i.  aussi  ;  donc  Ç  est  constant  et  : 

dX,    ,  K  ■  I'     1    ^ 

—  et  non  — >  car  nous  suivons  une  molécule  dans  son  mou- 

dt  ot 

vement,    c'est-à-dire    (jue    nous   adoptons  les   variables  de 

Lagrange). 

58.  Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  est  celui  que  Helm- 
holtz  appelle  le  cas  des  tourbillons  rectilignes  : 
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Supposons,  en  particulier,  que  nous  ayons  un  tube  tourbil- 
lonnaire  dont  la  section  par  le  plan  des  xy  soit  un  cercle  de 
rayon  H,  à  l'intérieur  de  ce  cercle 
\  =  const  ;  à  l'extérieur,  C  =  o,  et  il  y 
a  une  fonction  des  vitesses.  Prenons 
comme  origine  le  centre  du  cercle. 
Soit  M  un  point  quelconque  [fig.  21). 
Posons  : 


OM  =  p  =  sjx-^  4-  y\ 


Fig.  21. 


Par  raison  de  symétrie,  la  vitesse  V  du  point  M  est  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  OM  : 


y 


P 


y  =V 


X 


et  V  ne  dépend  que  de  p.  Prenons  l'intégrale 


J  =  f{udx  -f  vdy)  =:Jh^d„ 


le  long  de  la  circonférence  décrite  de  o  comme  centre  avec  le 
rayon  OM  =  p  :  /  ndx  -{-  vdy  représente  le  travail  que  produi- 
rait sur  un  point  matériel  décrivant  la  circonférence  une 
force  représentée  par  le  vecteur  (u,  y,  ïv)  qui  est  la  vitesse;  ce 
vecteur  a  une  grandeur  constante  et  est  dirigé  en  tous  les 
points  suivant  la  tangente  à  la  circonférence,  par  conséquent  : 


j{udx  -f  vdy)  =  27cp  V. 


THÉORIE   DES    I0UBBILL0N3. 
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Nous  obtiendrons  une  autre  expression  de  J  au  moyen  de 

l'intégrale  /  '^^cIm  étendue  à  toute  la  surface  du  cercle  OM. 

Deux  cas  sont  à  distinguer: 

1°  Le  point  M  peut  être  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R 
(p  <  R);  !;  est  alors  constant  à  l'intérieur  du  cercle  p  et 

J  =  7:Çp2  =  27rpV. 

2°  Le  point  M  est  à  l'extérieur  du  cercle  R  (p  >  R)  ;  Ç  est 
constant  à  l'intérieur  du  cercle  R  et  nul  en  dehors,  donc  : 

J  =  27r!;R2  =  27:pV. 

Nous  déduirons  de  là  que  : 

V=:Cp 

si  p  est  plus  petit  que  R, 

R2 

9 

si  p  est  plus  grand  que  R. 

Dans  ce  dernier  cas,  remarquons  que  le  moment  du  tube 
tourbillonnaire  est  égal  à  : 


SttCR'  =  ^Trm, 

en  posant: 

m  =  2;R2, 

et  V  prend  la  forme 

V  =  -- 

p 

Cette  formule  subsistera  si  R  devient  très  petit,  mais  C  très 
grand  de  façon  que  m  reste  fini. 
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59.  Ce  résultai  [)eut  être  comparé  à  d'autres  résultais  de 
trois  ordres  différents. 

1'  Comparaison  élecl7'odynamique .  —  Nous  avons  vu  que 
la  vitesse  d'une  molécule  était  représentée  par  le  même  vec- 
teur que  la  force  magnétique  produite  d'après  la  loi  de  Biot 
et  Laplace  par  un  courant  qui  parcourait  le  tube  de  tourbil- 
lons [45]. 

60. 2'  Co/nparaison  analytique.  —  En  dehors  du  tube  Ç  =  o  : 
d'après  cette  condition  et  d'après  l'équation  de  conti- 
nuité (2)  [57]  : 


(8) 


Ces  équations  expriment  que  v  -\-  \  —  i  m  est  une  fonction 


7)0 

iu 

7)x 

^y 

Sm 

Oy 

?a; 

^y 

de  X  -{-  y  sj —  1.  Ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  dans  le  cas  ac- 
tuel. En  effet  : 

X  I — r       X 


W  4-2/-  x^  ■\-  y-J      a;  -f  \/—  iy 

Posons  ; 

et  nous  pourrons  écrire  : 

(9)  y  -I-  sj^^i  u  =  f[l^=^ 


61.  S'il  y  a  plusieurs  tubes  tourbillonnaires,  le  plan  des 
xy  coupe  chacun  d'eux  suivant  un  cercle  infiniment  petit 
qu'on  peut  confondre  avec  les  points  a^,  a^,  a„  coïnci- 
dant  avec   leur  centre.   Soient  27r»<,,  'i-Kin.^ 27:??i„  les 
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moments  de  ces  tubes  ;  si  «, ,  a^  ont  pour  coordonnées  a|,  a'[^ 
«2)  c-li  ces  points  seront  les  affixes  des  quantités  imagi- 
naires : 


a^  =  a[  +  y/—  1  a\ 
«2  =  «2  +  V--Ï  «2- 

Pour  obtenir  la  valeur  de  v-\-^ —  Vu  correspondant  au  pre- 
mier tube  a^,  il  suffira  de  prendre  la  formule  (9)  en  transpor- 
tant l'origine  au  point  a,,  de  même  pour  les  autres  tubes 

la  valeur  totale  de  v  -|-  V —  1  ^  sera  la  somme  des  valeurs 
partielles  ainsi  obtenues  : 


^^  Z  —  a.^Z  —  ap^^Z—ar,     ZuZ  —  a^ 

Celte  expression  est  la  dérivée  de  la  fonction  : 

e(Z)  =  ynî,  log(Z  — «0- 

Soit  M  le  point  qui  est  Taftixe  de  Z,  p^  la  distance  Mrt^,  ou  le 
module  de  Z  —  a^.  De  même  pj  =:  Ma^^  ...  p„  =  Ma„. 
Soit  ^ù^  l'argument  de  Z  —  a,  ;  c'est  l'angle  que  fait  Ma^ 
avec  0^7...  etc. 

0  (Z)  =  ^mu  log  pk  +  V^  ^Wktok 
ou  en  posant  : 

(10)  'l  =  ^»?k  log  pv 

(11)  <p  =  ^mkWk 

(12)  ,.  6(Z)  =  •} -f-V^  ^. 
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Différentions  cette  identité  par  rapport  à*Z,  en  remarquant 


que 


()J/     ,       / r  <Ï5 


,(Z,  =  „  +  ,/-l„  =  g  +  v'^-2 


c)a;   '  c)a; 


)'où, 

en 

identifiant  : 

(13) 

V 

(l*) 

II 

3© 
Ix 

V[Z)  =  ^/_  1  r  _  n  =:  ^  +  \/-  1  ^• 


oy 

D'après  les  relations  (14),  on  voit  que  «p  est  la  fonction  des 
vitesses. 

62.  3°  Comparaison  électrostatique.  —  Supposons  que  de 
rélectricité  soit  distribuée  uniformément  sur  une  droite 
indéfinie  :  l'attraction  de  cette  droite  éleclrisée  sur  un  point 
extérieur  est  en  raison  inverse  de  la  distance. 

Remplaçons  le  tube  lourbillonnaire  par  une  distribution 
d'électricité  uniforme  sur  son  axe.  L'attraction  sur  un  point  M 
serait  dirigée  suivant  la  normale  menée  de  M  à  l'axe. 

La  vitesse  serait  représentée  par  le  même  vecteur  qu'on 
aurait  fait  tourner  de  90  degrés.  S'il  y  a  plusieurs  tubes,  on 
fera  la"  même  transformation  :  on  composera  les  attractions 
partielles,  et  la  vitesse  résultante  sera  représentée  par  la  résul- 
tante de  ces  attractions  quand  on  l'aura  [^fait  tourner  de 
90  degrés. 

On   arriverait    au    même    résultat    en    supposant  que  les 
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points  «,,  ^2,  ...  a^  agissent  sur  le  point  M  en  raison  inverse 
de  la  distance. 

Si  nous  considérons  des  tubes  tourbillonnaires  distribués 
d'une  manière  quelconque  et  un  point  M  très  éloigné,  la  dis- 
tance étant  infiniment  grande  du  premier  ordre,  l'attraction 
(ou  la  vitesse)  sera  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

63.  Les  courbes  a-  =  const,  c'est-à-dire  suivant  lesquelles 
l'argument  de  e^  (^^  est  constant,  sont  les  lignes  qui  sont  nor- 
males à  la  vitesse  en  chacun  de  leurs  points.  En  effet,  pour 
ces  courbes: 

rfcp  =  udx  -f-  vdy  =  o. 

Les  courbes  J/  =  const,  c'est-à-dire  le  long  desquelles  la 
partie  réelle  de  6  (Z)  ouïe  module  de  e^^^-*  sont  constants,  sont 
les  lignes  de  courant.  Le  long  de  ces  courbes,  en  effet  : 

vdx  —  udy  =  o, 

ou 

dx d7/ 

u  V 

En  électrodynamique,  les  équations  cp  =  const  représentent 
les  lignes  équipotentielles,  et  les  équations  ■]/  =  const,  les 
lignes  de  force  ;  c'est  l'inverse  en  électrostatique. 

Ces  deux  systèmes  de  courbes  se  coupent  à  angle  droit. 

64.  Cas  particulier  de  deux  tubes  tourbillonnaires. 

—  S'il  y  a  seulement    deux  tubes  tourbillonnaires  a^  et  a.,, 
ô  (Z)  ne  renferme  que  deux  termes  : 

6  (Z)  =  m^  log  (Z  —  a<)  -f-  mg  log  (Z  —  ^3). 
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L'équation  des  lignes  do  courant  sera  : 

m^  log  p,  -f  m.-,  log  p.^  =  const. 
Si  m^  =  m^,  l'équation  devient 

p^p.■,  =  const. 

Les  lignes  de  courant  sont  des  ovales  de  Cassini. 
Si  m^  =  —  m^,    les  lignes  de  courant   repre'sentées   par 
l'équation 

^  =  const 

sont  des  circonférences  par  rapport  auxquelles  les  points  a^  et  a^ 
sont  conjugués. 


CHAPITRE    IV 


MOUVEMENT, DES  TUBES  TOURBILLONNAIRES 


65.  Théorème  de  la  conservation  du  centre  de  gra- 
vité. —  Supposons  que  nous  ayons  n  tubes  tourbillon- 
naires  rt^,  a2,...«n  ayant  respectivement  pour  moments  Stcw,, 
%:m^, . . .  2tt?w„  ;  admettons  que  les  tubes  se  déplacent,  mais  que 
leurs  moments  restent  les  mêmes.  Si  nous  regardons  m,,  Wg,  ... 
comme  des  masses,  nous  pourrons  construire  leur  centre  de 
gravité  G.  Je  disque,  dans  le  déplacement  des  tubes,  le  point 
G  demeure  fixe. 

Soient  a;,,  y,,  œ^,  y^,  ...  a7„,  t/„  les  coordonnées  de 
a^,  «2,  ..-an,  et  Xç^,  y^  celles  de  G,  ces  coordonnées  sont  liées 
entre  elles  par  les'relations 

t/o  y  wk  =  y  wkî/k. 

Si,  au  lieu  de  tubes  infiniment  déliés,  il  s'agissait  de  tubes  de 
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dimensions  finies,  on  définirait  Xo,  yo-,  d'une  manière  ana- 
logue. 

Xq  j^^dbi  =  \kxX,diù 

etc., 

les  intégrales  étant  étendues  à  tous  les  éléments  rfo)  dés  sec- 
tions des  difl'érents  tubes. 

Différenlionspar  rapport  à  t  :  puisque  nous  avons  assujetti 
les  moments  des  tubes  à  demeurer  constant?,  l  et  w  ne 
dépendent  pas  de  i  [57],  et: 


<"        '-If-P-  =  /l^<^"  =J"'"- 


Je  veux  établir  que  cette  dernière  intégrale  est  nulle.  Pour 
cela,  je  considère  l'intégrale  : 

J[[yr.  _  i;2)   d^  ^   tuvdy] 

prise  tout  le  long  d'un  cercle  de  rayon  très  grand.  Celte  inté- 
grale est  nulle.  En  effet,  pour  R  très  grand,  u  et  v  sont  infi- 
niment petits  du  premier  ordre  [62]  ;  w^,  v^,  uv  sont  infini- 
ment petits  du  second  ordre  ;  le  chemin  d'intégration  est  bien 
infiniment  grand,  mais  du  premier  ordre  seulement;  l'inté- 
grale est  donc  négligeable. 

D'autre  part,  transformons  cette  intégrale  d'après  la  for- 
mule (1)  du§  8: 

J  |(M-  —  U-)  dx  4-  ^2uvdyi  =    doi — ^ -^'- 
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EÉFectuons  les  différentiations  ; 

^y  ()x  "    ^y        "    ti?/        "    'bx       "    ^x 


\t)a;  "^  7!iy)  \èx       '^yj 


Mais,  d'après  l'équation  de  continuité,  nous  avons 


^^  j_  ^ 


et,  d'autre  part,  par  définition  : 

/Iv  _  ^u\  _ 
\l>x       7>yJ  -  -'•• 

Donc  : 

j[{u'^  —  v^)  dx  -\-  'ïuvdy\  =  —  4  \uX,d^. 

La  première  intégrale  étant  nulle,  la  seconde  Test  aussi  ; 
donc  : 

dx^ 

De  même  on  démontrerait  que  : 

^=0 

dt  ' 

et  par  suite  que  le  point  G  est  fixe. 

66.  Mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  tube 
tourbillonnaire.  —  Je  vais  étudier  maintenant  le  mouvement 
du  centre  de  srravité  de  l'un  de  ces  tubes  tourbillonnaires.  Nous 
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avons  : 

Posons  : 

ti  =  u'-{~  «", 

u'  étant  la  vitesse  due  au  tube  considéré  s'il  existait  seul,  u"  la 
vitesse  due  aux  autres. 

iu^doi  =  juXdoi  -\-  ju'Xdui. 

L'intégrale    iiXdai  est  nulle,  car,  si  le  premier  tube  existait 

seul,  son  centre  de  gravité  serait  fixe. 

Par  conséquent,  si  nous  voulons  déterminer  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  de  l'un  des  tubes  tourbillonnaires,  il  suffira 
de  tenir  compte  des  vitesses  communiquées  par  les  autres 
tourbillons. 

67.  Soient  a,,  a^,  ...,  «;,  les  tubes  tourbillonnaires.  Posons: 
p,2  =  a^a2 


Pl3    =   «1«3' 

et  d'une  manière  générale 

Considérons  la  fonction  : 
(2)                        P  =  ^m.WA-logp/.A. 
F  est  une  fooction  des  2m  coordonnées  x^y^, ,a;„j/„. 
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Il  faut  déterminer  -77  et  -~^\  nous  venons  de  voir  que  la 
dt        dt  ^ 

vitesse  du  point  iv^,  y^  sera  la  même  que  si  le  tube  a^  étai 
supprimé  et  ei  les  autres  tubes  subsistaient  seuls;  nous  aurons 
donc,  d'après  les  équations  (13)  [61]  : 


dX:^ 

dt 

dt 

_  ^ 
3;»^ 

OÙ 

Je  dis  que  ces  formules  équivalent  aux  suivantes 


dx,  ?P. 

m.  —7-'  =  —  r — 

^  dt  ^y^ 

dy.  ?P 

^  dt  ^x. 


En  effet,  P  peut  s'écrire  : 

P  —  m^  ^Wk  log  p,A-  -f  ^minik  log  p,,^-, 

aucun  des  indices  i  et  k  dans  le  Fécond  ternie  n'étant  égal  à  1 
D'autre  part,  les  p  affectés  de  l'indice  1  sont  les  seuls  qui. 
dépendent  de  x^  et  y^,  donc: 

i)p         lJ^B±hëhjù        ii 

r =:  m,  —^ r °' '-    =  m.  r-^  ) 

ùx^  ^  ox^  àx^ 


de  même 


2)P  ^ 

r—  =  m^  r-J-  ■ 
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68.  D  une  manière  générale,  nous  obtiendrons  donc  les 
équations  suivantes  : 

dl  oyk 

Sous  celle  forme  on  reconnaît  les  équations  canoniques 
d'Hamilton  au  facteur  tn^  près;  pour  les  ramener  exactement 
à  la  forme  canonique,  il  suffirait  de  prendre  comme  variables  : 

a?,,  x^,  ...,  a;,,  et  w,y,,  mo^/g,  ...,  w„y„. 

69.  Intégration  des  équations.  —  Lintégration  des 
équations  (Ij  est  possible  quand  il  existe  seulement  trois  tubes 
tourbillonnaires,  comme  nous  allons  le  montrer. 

70.  Théorème.  —  Nous  pouvons  retrouver  d  abord  le  théo- 
rème de  la  conservation  du  centre  de  gravité.  En  effet,  la 
fonction  P  dépend  seulement  des  distances  p  et  seulement,  par 
conséquent,  des  différences  a;,  — x^,  •••»  ^i  —  ^ai  •••'  ^^^-  ^^^^  ' 


?P 

+I+- 

soit  : 

(3) 

=  0        ou 

ZJ'"^  dt 

^^n^CCA: 

=  const. 

De  même  : 

^Wa-^a 

=  const. 

=  o 


Le  centre  de  gravité  du  système  reste  donc  fixe. 
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71.  Théorème  des  forces  vives.  —  Multiplions  les  deux 
membres  des  équations  (I)  respectivement  par  dx/^  dy^',  opé- 
rons de  même  sur  toutes  les  équations  analogues  et  ajoutons, 
il  vient: 

> ,  -j —  dx/,  4-  V  "y —  dvk  =  o, 
ji^  dxh  —J  dyu 

ou  : 

c^P  =  o. 

Donc  : 

(4)  P  =  const. 

Cette  relation  exprime  le  théorème  des  forces  vives.  Ceci  ne 
s'aperçoit  pas  immédiatement,  et  nous  avons  à  lever  plusieurs 
difficultés.  D'après  nos  hypothèses,  en  effet,  la  force  vive  serait 
infinie,  pour  trois  raisons: 

1°  Le  liquide  est  indéfini  dans  tous  les  sens.  Mais  nous  avons 
vu  qu'en  introduisant  deux  cloisons  planes  solides,  perpendi- 
culaires à  l'axe  0^,  on  ne  modifie  pas  le  mouvement.  Nous 
pouvons  donc  nous  borner  à  considérer  le  liquide  compris 
entre  ces  deux  plans. 

2»  Même  avec  celte  restriction,  la  force  vive  serait  encore 
infinie,  puisque  le  liquide  s'étend  indéfiniment  dans  le  plan 
des  xy.  Les  composantes  u  et  ■g  de  la  vitesse  tendent  vers  o, 
quand  on  s'éloigne  indéfiniment,  sur  une  circonférence  dont 
le  rayon  R  est  regardé  comme  un  infiniment  grand  du  pre- 
mier ordre;  u  et  V  sont  infiniment  petits  du  premier  ordre  [62]  : 
la  force  vive  élémentaire  serait  infiniment  petite  du  second 
ordre,  mais  la  surface  du  cercleétant  un  infiniment  grand  du 
second  ordre,  la  force  vive  totale  serait  infinie.  En  appelant 
SttM  la  somme  des  moments  de  tous  les  tubes  tourbillon- 
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nuire»,  lu  vitesse  sur  lu    circonférence  de   ruyon   R    u    [xmr 
valeur: 

~"  R 

aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre. 

Supposons  que  M  soit  nul  :  alors  la  vitesse  {u,  v)  est  infini- 
ment petite  du  second  ordre  ;  la  force  vive  élémentaire  est  du 
quatrième  ordre,  et  la  force  vive  totale  sera  finie  ; 

3°  Ceci  suppose  encore  que  les  tubes  tourbillunnaires  ne 
sont  pas  infiniment  déliés  ;  sans  quoi  la  vitesse  au  voisinage 
de  ces  tubes  serait  infiniment  grande  du  premier  ordre  et  la 
force  vive  infiniment  grande  du  second. 

72,  Nous  admettrons  que  la  force  vive  est  finie.  Il  suffit 
pour  cela,  comme  nous  venons  de  le  voir  :  1"  que  le  liquide 
soit  limité  par  deux  plans  parallèles  perpendiculaires  à  02  ; 
2°  que  la  somme  des  moments  de  tous  les  tubes  soit  nulle  ; 
3°  que  les  tubes  aient  une  section  finie. 

Considérons  deux  petits  éléments  de  surface  du)  et  t/w' 
correspondant  aux  valeurs  ^  et  Ç' du  tourbillon.  Soient  2r,dm, 
1-Kdnx  les  moments  des  tubes  élémentaires  limités  à  ces  élé- 
ments; 

2Ct/w  —  Ir.dm 
%'d,o'  —  iTxhn. 

Le  terme  de  P  correspondant  à  ces  éléments  sera: 

dmdm  log  û 

en  appelant  p  la  distance  des  deux  éléments,  et  : 


P  = 


/  /  dmdm'  log  p , 


80  MOUVEMENT   DES   TUBES   TOURBILLONNAIRES 

OU  : 

l0£ 


(5) 


_  rr^'djùdoi' 


l'intégrale  étant  calculée  en  prenant  toutes  les  combinaisons 
deux  à  deux  des  éléments  d(j)  et  dm',  chacune  étant  prise  une 
seule  fois.  Soient  x,  y  et  x' ,  y'  les  coordonnées  des  centres  de 
gravité  des  éléments  c/w  et  t/w';  la  valeur  de  ■]/  au  point  [x,  y) 
sera  : 

.L=:/rfm'logp=r^^^î^^ 

D'autre  part  : 

27i2p  =JJxXdmdiii'\og^. 

l'intégrale  étant  étendue  a  toutes  les  combinaisons  (c^w,  g^(o'), 
chacune  d'elles  étant  ainsi  prise  deux  fois,  donc  : 


(6)  27r2P  =  71  A^c/a 


73.  Nous  aurions  pu  écrire  celte  formule  immédiatement, 
en  nous  reportant  à  la  comparaison  électrostatique  [62]. 

Si,  en  eflet,  nous  considérons  <im,  d77i'  comme  des  masses 
électriques  répandues  sur  les  éléments  (/w,  r/w',  la  fonction  4* 
représentera,  à  un  facteur  constant  près,  le  potentiel  électro- 
statique et  P  représentera  l'énergie  électrostatique.  On  sait 
qu'entre  ces  deux  fonctions  existe  une  relation  de  la  forme  (6). 

74.  Remplaçons  2C  par  sa  valeur  dans  l'expression  de  P, 
il  vient: 
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Considérons  l'intégrale  : 


(7)  J{vd7/  +  udx)  -]/ 


Prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon  très  grand,  cette  intégrale 
est  nulle,  puisque  nous  avons  supposé  [72]  que  la  somme 
algébrique  des  moments  de  tous  les  tubes  est  nulle  ;  il  arrive 
alors  que  w  et  u  sont  du  second  ordre,  la  longueur  de  la  cir- 
conférence étant  infiniment  grande  du  premier  ordre  seule- 
ment. Transformons-la  par  le  théorème  de  Stokes: 


d  {<\>v)       d  {<\iu 
dx  dy 


-\  do)  =  o. 


ou  en  effectuant  les  différentiations 


j  ^  (£  -  li)  ^"  +  j  ("  £-"!;)  ^''^ = "• 


Or 


g    dv       du 

dx       dy 

dx                  dy 

Donc  :  • 

(8) 

47lP    +   Au^  -{-  m2)   rfo) 

P   représente   donc,  à  un  facteur  constant  près,  la  force 
vive  /  m'^  -\-  ic^)  doi  et  par   conséquent  cette    force   vive   est 


constante. 

THÉORIE    DES    TOURBILLONS. 
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75.  Théorème.  —  Le  moment  d'inertie  des  masses  m  par 
rapport  à  l'axe  Oz  est  une  constante. 

Imprimons  à  tout  le  système  une  rotation  infiniment  petite  e 
autour  de  l'axe  des  z.  En  négligeant  les  infiniment  petits  du 
second  ordre,  les  coordonnées  ocietr/i  deviennent: 

P,  qui  ne  dépend  [71]  que  des  distances  p,;t,  nw  changera 
pas. 

Ecrivons  donc  que  d?  =  o,  il  viendra  : 


ou 


S^  (     dV  dP\ 


Dans  la  comparaison  électrostatique,  cette  équation  signifie 

que  la  somme  des  moments  des  attractions  qu'exercent  l'une 

sur  l'autre  les  droites  électrisées,  prise  par  rapporta  l'axe  des^, 

est  nulle.  Ceci  est  évident  puisque  les  attractions  sont  deux  à 

deux  égales  et  de  signes  contraires. 

c/P        c/P  dx 

Si  nous  remplaçons  ^  et  -r—  par  leurs  valeurs  m,-  -~  et 

dVi 
—  m,  -f->  on  trouve  : 
dt 

ou  en  intégrant  : 

(9)  ^  mi  (a;?  +  î/?)  =  const. 


THÉORÈME    DES   FOUCES   VIVES  83 

76.  TaiiouÈME.  —  La  somme  des  moments  des  quantités  do 
mouvement  par  rapport  à  l'axe  des  z  est  constante.  Si  f  est 
une  fonction  Iiomogène  du  premier  degré,  le  théorème 
d'Euler  donne: 

df    ^       df   .       df       ^ 


ou  : 


ou  enfin 


l.^l  =  r- 


dx 

dx 


=  1. 


Appliquons  à  la  fonction  P.  p,-^.  est  une  fonction  homogène 
du  premier  degré  de  Xi,  y,-  ;  et  x/,-,  yu,  les  autres  coordonnées, 
n'y  entrent  pas.  Par  conséquent 

d  log  p,v,  d  log  p,,,.        _ 

'^'    dxi   '^y^   dyt  +       -*' 

ou  en  multipliant  tous  les  termes  par  mimic  : 

E(       dmjViA.  logpnA-     ,         dnif^Uk  log  pik\ 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  dep,  de  1  à  n. 
Ensuite  il  faut  prendre  toutes  les  combinaisons  possibles  de  i 
et  k,  et  faire  la  somme  ;  ce  qui  donne  : 


2(^-£  +  ^^£)  =  E^'^'- 


dXfj         ^  dypj 


On^. 


D'après  les  équations  (1)  [68],  cette  relation  équivaut  à 
(10)      2  ^p  {^p  '^  -  Vp  '^)  =  H  ^'Vn.. 
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Le  premier  membre  est  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement,  le  second  est  une  constante. 

77.  Nous  avons  ainsi  déterminé  trois  intégrales  de  nos 
équations  différentielles  (1);  ces  propriétés  des  équations  nous 
permettront  de  les  intégrer  par  des  quadratures  quand  il  y 
aura  seulement  trois  tubes  tourbillonnaires. 

En  effet,  nos  équations  ont  la  forme  des  équations  cano- 
niques de  Hamilton,  lesquelles  s'intègrent  par  quadratures, 
quand  elles  renferment  2n  variables,  et  qu'on  connaît  n  inté- 
grales particulières.  Or,  quand  il  existe  trois  tubes  tourbillon- 
naires, les  équations  renferment  six  variables  x^,  y^,  x^^  t/g, 
373,  î/3,  et  nous  avons  trouvé  trois  intégrales  particulières. 


CHAPITRE  V 


CAS   DE    DEUX  TUBES  TOURBILLONNAIRES,   METHODE 
DES  IMAGES 


78.  Soient  deux  tubes  tourbillonnaires  a^,  a^,  dont  les 
moments  soient  27rm^  et  'i-jim^.  Leur  centre  de  gravité  G 
sera  situé  sur  la  droite  a^a.2  et  déterminé  par  la  condition 


m.i 


(les segments  Ga^,  Ga.,  étant  pris  avec  leur  signe). 

D'après  ce  que  nous  savons  [65],  le  point  G  reste  fixe.  La 
vitesse  du  point  a^  est  la  même  que  si  le  tourbillon  rt^  existait 
seul,  soit  : 


a.  a.. 


et  elle  est  dirigée  perpendiculairement  à  a^flj- 

Le  point  G  étant  fixe,  les  trois  points  a^ ,  G,  «2  étant  toujours 
en  ligne  droite,  et  la  vitesse  du  point  «g  constamment  normale 
au  rayon  vecteur  Ga^,  la  trajectoire  du  point  a^  est  une  cir- 
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conférence  ayant  son  centre  en  G,  et  dont  le  rayon  est  Ga^. 
La  trajectoire  du  point  Of  sera  de  même  une  circonférence 
ayant  son  centre  en  G,  et  un  rayon  égal  à  Ga^.  Comme  la 
distance  «^«3  J'este  constante,  les  vitesses  des  deux  points  qui 
sont  égales  respectivement  a  — ^  et  — -  seront  aussi  cons 

Cif  iClin  et  g  et  n 

tantes. 

79.  Supposons  que  m^  et  m^  soient  de  signe  contraire  ;  le 
point  G  sera  en  dehors  de  «^«2  ^t  encore  déterminé  par  la 
condition  : 

(ia^  mg 

Gâ^~       w< 

En  particulier  si  m,  =  —  m.^,  le  point  G  est  rejeté  à  l'infini, 
et  les  trajectoires  des  points  a^  et  a^  se  réduisent  à  des  droites 
perpendiculaires  à  «,«2- 

Les  deux  tubes  se  déplacent  avec  la  même  vitesse  : 


m 


Si  nous  considérons  le  point  M,  milieu  de  a^a.2,  la  vitesse 
communiquée  à  ce  point  par  le  tourbillon  a^  est 

i!^  ^  2  i^  ^  2V 
Le  tourbillon  «2  '^li  communique  de  même  une  vitesse 

La  vitesse  résultante  du  point  M  est  donc  égale  à  quatre  fois 
la  vitesse  commune  des  centres  des  deux  lubos  tourbillon- 
Tiaires. 
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80.  Liquide  renfermé  dans  un  vase  cylindrique.  — 

Imaginons  que  le  liquide  soit  renfermé  dans  un  vase  ayant  la 
forme  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  soient  parallèles  à 
l'axe  des  z.  Dans  ce  vase  se  trouve 
un  tube   tourbillonnaire,  formé 
d'un    cylindre   infiniment  délié, 
aussi  parallèle  à  oz. 

Soient  C  {/^g.  22)  la  section 
droite  du  vase  dans  le  plan  des 
xy,  et  A,  le  pointa  uquel  se  réduit 
la  section  du  tube  tourbillonnaire.  Fig.  22. 

Les  composantes  w  et  u  de  la 
vitesse  doivent  être  finies  et  continues  dans  tout  l'intérieur  du 
vase,  sauf  au  point  A. 

L'équation  de  continuité  se  réduit  à 


7)u       t)u 


Gomme  le  tourbillon  est  partout  nul,  sauf  en  A  : 


3y 


Nous  avons  vu  que  dans  ces  conditions  [33]  il  existait  une 
fonction  des  vitesses  cp  telle  que  : 


-^ 


dcp 


lix  }iy 

l'équation  de  continuité  devenant  : 

A^  =:  o. 
Dans  le  cas  actuel,  la  condition  aux  limites  est  que  le  con- 
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tour  C  de  la  section  du  vase  soit  une  ligne  de  courant,  c'est- 
à-dire  qu'en  tout  point  de  cette  courbe  la  vitesse  lui  soit 
tangente,  v  -\-  y —  1  u  doit  être  une  fonction  de  x  -\-  \/ —  l  y 
dans  l'intérieur  de  C.  Cette  fonction  doit  se  comporter  régu- 
lièrement, sauf  au  point  A  où  elle  devient  infinie. 

La  détermination  de  m  et  de  v  peut  se  faire  par  deux  méthodes  : 
1°  La  méthode  des  images,  qui  s'applique  seulement  dans 
un  certain  nombre  de  cas  simples  ; 

2"  La  méthode  des  représentations  conformes,  qui  est  beau- 
coup plus  générale. 


81.  Méthode  des  images.        Supposons  que  le  vase  ait 

la  forme  d'un  cylindre 
circulaire,  parallèle  à  0^^ 
et  de  rayon  R.  Soit  G  la 
trace  de  ce  cylindre  sur 
B  le  plan  des  xy.  Soit  A 
la  trace  d'im  tube  tour- 
billonnaire  de  moment 
^1-K  [fig.  23). 

Joignons  le  centre  0 
du  cercle  au  point  A,  et  prenons  sur  OA  le  point  B  défini  par  la 
condition: 

OA.OB  =  R2. 


Fig.  23. 


Le  tube  tourbillonnaire'parallèle  à  o;?,  dont  la  trace  est  B  et 
dont  le  moment  est  égal  à  Stt,  s'appelle  l'image  de  A  par 
rapport  au  cercle  C. 

Si  le  liquide  était  indéfini  et  que  les  tubes  A  et  B  existassent 
en  réalité  simultanément,  les  lignes  de  courant  seraient  des 
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89 


circonférences  par  rapport  auxquelles  B  et  \  seraient  conju- 
gués [64]. 

En  particulier,  la  circonférence  C  serait  une  ligne  de 
courant;  la  composante  de  la  vitesse  normale  à  cette  courbe, 
et  plus  généralement  normale  au  cylindre  droit,  ayant  C  pour 
base,  serait  nulle.  L'introduction  d'une  paroi  solide,  ayant  la 
forme  de  cette  surface  cylindrique,  ne  modifiera  donc  pas  le 
mouvement  à  l'intérieur  de  cette  surface. 

Le  centre  de  gravité  A  du  tube  se  déplace  avec  la  même 
vitesse  que  si  le  tube  B  existait  seul,  le  liquide  étant  indéfini. 


AB 

271 


serait  la  grandeur  absolue  de  cette  vitesse,  dirigée  cons- 


tamment suivant  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  OAB. 
Le  point  A  décrira  donc  une  circonférence  concentrique  à  C. 
Cette  trajectoire  n'est  pas  la  même  que  si  la  cloison  G 
n'existait  pas,  quoique  la  vitesse  soit  la  même.  En  effet,  si  le 
liquide  était  indéfini,  le  point  A  décrirait  une  droite  perpen- 
diculaire à  OA  [79]. 

82.  Si  le  rayon  de  la  circon- 
férence C    croît    indéfiniment,     ,  ' 

I' 
cette  courbe  finit  par  se  réduire     I  ' 

I 
à  une  droite,  B  est  symétrique       l 

de  A  par  rapport  à  cette  droite  î 

ou,  pour  mieux  dire,  au  plan  C,  i 

auquel  s'est  réduit  le  cylindre.  i 

La  trajectoire  de  A,  normale  à  | 

AB,  est  une  droite   parallèle  à 

la  trace  du  plan  G  i/ig.  24). 


Fig.  24. 


83.  Liquide  renfermé  entre  deux  cylindres  de  révo- 
lution concentriques.  —  Soient  C  et  G'  les  traces  sur  le 
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plan  des  £cy  de  deux  cylindres  de  révolution  dont  l'axe  est  0^; 
Ao  la  trace  sur  ce  plan  d'un  tube  tourbillonnaire  infiniment 
délié,  de  moment  St:  [flg.  25). 


A.,  B., 


Fig.  25. 

Soient  Bo  l'image  de  Ao  par  rapport  à  C;  B,,  l'image  de  Ao 
par  rapport  à  G  ;  A_,,  l'image  de  B,  par  rapport  à  C,  etc.  ;  de 
sorte  que  nous  ayons  une  infinité  de  couples  de  points  con- 
jugués par  rapport  à  G  et  G',  comme  l'indique  le  tableau 
suivant  : 

CONJUGUÉS 

Par  rapport  à  C.  Par  rapport  à  C. 
Ao,  Bo  B,,  Ao 

A_^,B^  Bo,  A^ 

A,,B_,  B^,  A_^ 

A,,  B_,  B_„  A, 

les  indices  variant  de  —  oo  à  +  ^-  Considérons  chacun  des 
points  A  comme  la  trace  d'un  tube  tourbillonnaire  de 
moments  Stt,  et  chacun  des  points  B  comme  la  trace  d'un  tube 
de  moment  —  ^tt.  Ges  tubes  seront  conjugués. 

Supposons  que  tous  ces  tubes  existent  réellement,  et  que  le 
liquide  soit  indéfini  ;  la  vitesse  du  liquide  sera  la  même  que  si 
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les   cloisons  existaient  avec  le  seul  tube  tourbillonnaire  A. 
Nous  calculerons  celte  vitesse  en  faisant  la  sonnme  des  vitesses 
dues  à  chaque  tube  séparément.  Nous  obtiendrons  ainsi  une 
série,  et  il  s'agit  de  savoir  si  cette  série  est  convergente. 
D'après  les  relations  : 


OAo.OBo  =  R'- 


on  a 


OA,.OB,  =  R2 


OB,  _  /R 


De  même  : 


OBo       \R' 


OBo       /R\'     , 


D'une  façon  générale  : 

(1)  OB„  =  OBo(^^,j    • 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  : 

(2)  0A„  =  OA,  (^-, j    • 

Groupons  les  termes  de  la  série  comme  il  suit  : 
1°  Les  termes  relatifs  aux  tubes  A  affectés  d'indices  néga- 
tifs; la  somme  de  ces  termes  forme  une  série.  Quand  l'indice 
n  devient  très  grand,  le  point  A_„  devient  très  éloigné,  la 
vitesse  communiquée  à  un  point  M  par  ce  tube  devient  très 

petite,  de  l'ordre  de  jr Si  le  point  A„  est  très  éloigné,  la 

MA  _  „ 

différence  0A„  — MA_„e.-t  négligeable  et  la  vitesse  est  de 
Tordre  de  grandeur  de  ^rr—-  La  distance  OA  _„  croît  suivant 

UA_n 
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/R'V  1 

une  progression  géométrique  de  raison  (  —  )  -La  série  pr-r — 

\K/  UA._„ 

est  donc  convergente. 

2°  Les  termes  relatifs  aux  tubes  B  affectés  d'indices  néga- 
tifs. Un  raisonnement  identique  au  précédent  fait  voir  que  la 

i 

série  rrzz —  est  convergente. 

3°  Groupons  deux  à  deux  les  tubes  affectés  d'indices  posi- 
tifs : 

Ao,  B,  -  A,,  B,  - A„,  B„. 

Retranchons  membre  à  membre  Tégalité  (2)  de  l'égalité  (i), 
il  vient  : 


(3)  A,B„  =  AoBo  (ly 


Les  tubes  A^,  B^,  ...,  A„,  B,j  ont  des  moments  deux  à  deux 
égaux  et  de  signe  contraire,  La  somme  géométrique  des 
vitesses  dues  à  un  groupe  (A„,  B„)  est  du  même  ordre  de  gran- 
deur  que  A„B;,  ;  elle  décroît  donc  suivant  une  progression 

(B'\  ^ 
—  )    et  tend  vers  0  quand  n  aug- 
mente indéfiniment;  la  série  est  donc  convergente. 

Les  trois  séries  partielles  étant  convergentes,  il  en  sera  de 
même  de  la  série  totale. 

84.  De  plus,  je  dis  que  les  circonférences  C  et  C  sont  des 
lignes  de  courant.  Cela  est  évident  ;  en  effet,  tous  les  tubes  sont 
conjugués  deux  à  deux  par  rapport  au  cercle  Cet  au  cercle  C. 
Assemblons  les  tubes  par  groupes  de  deux  conjugués  par 
rapport  à  C  ;  la  vitesse  due  à  chaque  groupe  sera  tangente  à  C. 
la  vitesse  totale  sera  par  conséquent  tangente  elle-même  à  C. 
Démonstration  analogue  pour  C. 
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85.  La  solution  que  nous  venons  de  trouver  n'est  pas  la 
seule,  car  le  vase  n'est  pas  simplement  connexe.  Pour  obtenir 
la  solution  la  plus  générale,  il  suffît  d'ajouter  un  tube  ayant 
pour  trace  le  centre  0  et  un  moment  quelconque.  En  effet,  la 
vitesse  duc  à  ce  tube  est  tangente  en  particulier  à  C  et  à  G', 
puisque  toutes  les  lignes  de  courant  dues  à  ce  tube  sont  des 
circonférences  ayant  le  point  0  pour  centre. 

La  trajectoire  de  Aq  est  évidemment  une  circonférence  de 
centre  0,  la  vitesse  due  à  tous  les  tubes  étant  constamment 
normale  au  rayon  vecteur  OA^. 


86,  Liquide  compris  entre  deux  plans  rectangulaires. 

—  Prenons  les  deux  plans  qui  limitent  le  liquide  pour  plan 
des  xz  et  des  yz.  Soient  Ox 
et  Oy  leurs  traces  ;  A^,  celle 
d'un  tube  tourbillonnaire  in- 
finiment délié  de  moment  ^tt 
[flg.  26). 

Prenons  les  symétriques 
de  A()  par  rapport  à  ^x  et  0^ 
en  A^  et  en  A^,  puis  les  sy- 
métriques de  A,  par  rapport 
à  Oî/  et  de  k^  par  rapport  à 
Oa;;  ces  deux  points  se  con-  Fig.  26. 

fondent  en  A3  symétrique  de  A^  par  rapport  au  point  0, 

Attribuons  les  moments  : 

H-  27:  à  Ao 

—  27r  à  A^ 

—  27:  à  A2 

+  27:  à  Â, 


94        CAS  DE  DEUX  TUBES  TOURBILLONNAIRES 

Supprimons  les  cloisons  et  imaginons  que  les  quatre  tubes 
Aq,  A^,  Aj,  A3  existent  simultanément.  Les  axes  0£c  et  oy  seront 
des  lignes  de  courants  puisque  les  tubes  sont  conjugués  deux  à 
deux  par  rapport  à  ces  axes  ;  et  l'introduction  des  cloisons  dans 
les  plans  des  xz  et  des  yz  ne  modifiera  pas  le  mouvement. 

Quelle  sera  la  trajectoire  du  point  A^.  Nous  avons  défini 
[72]  la  fonction  P,  et  nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  d'un 
liquide  indéfini,  cette  fonction  est  proportionnelle  à  la  force 
vive:  si  donc  les  cloisons  étaient  supprimées  et  que  les  quatre 
tubes  existassent  réellement,  la  force  vive  totale  du  liquide 
serait  égale  à  P  à  un  facteur  constant  près.  Mais  la  force  vive 
du  liquide  compris  entre  les  deux  plans  est  le  quart  de  la  force 
vive  totale,  qu'on  obtiendrait  en  supprimant  les  cloisons  et 
donnant  une  existence  réelle  aux  tubes  A^,  A^,  A3. 

Donc:  La  force  vive  du  liquide  réel  compris  entre  les  deux 
plans  est  encore  proportionnelle  à  P,  et  l'équation  des  forces 
vives  s'écrit  : 

P  =  const. 

Or: 

P  =  ^  mon,,  logp,/. 

Dans  le  cas  actuel  m,-  =  =b  1,  et  il  y  a  six  termes,  corres- 
pondant à  six  distances  p  qui  sont  égales  deux  à  deux.  Pour  les 
termes  qui  correspondent  à  deux  sommets  opposés  du 
rectangle,  le  produit  m,m/;.  =  -)-  1  ;  pour  les  quatre  autres 
termes,  m^nk  = —  1.  Donc: 

P  =  2  logA^Aj  —  2  logA^Ao  —  2  logAgA^  =  const. 


A0A3     Z=      2     \/^2     _|_    y2 

A^Ao  =  22/ 
A^Ao  =  2a;. 
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L'équation  de  la  trajectoire  du  point  A^  sera  donc  : 


ou 


2  log  2  s/x''-  -\-  y-  —  2  log  \xy  =  const. 

—  r-^  =  const. 
x-y- 

il  +  ^  =  const. 

Donc  la  trajectoire  du  point  A„  dans  le  mouvement  étudié 
est  représentée  par  cette  courbe,  qui  est  asymptote  aux  deux 
axes. 


CHAPITRE    VI 
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87.   Définition   de  la  représentation   conforme.  — 

Soient  deux  aires  planes  simplement  connexes  ;  deux  points  M 
[x,  y]  et  M'  [x' ^  y')  de  ces  aires.  Supposons  qu'on  ait  établi 
entre  Met  M'  une  correspondance  telle  que  x  et  y'  soient  fonc- 
tion de  a;  et  de  2/  :  à  chaque  point  M  correspond  un  seul 
point  M',  et  réciproquement.  Si  x'  et  y'  sont  des  fonctions 
continues  de  x  et  de  y.  M'  décrira  une  courbe  quand  M  décrit 
une  courbe,  et  inversement.  Aux  différents  points  du  contour 
de  la  première  aire  correspondront  les  points  du  contour  de 
la  deuxième.  En  choisissant  convenablement  les  fonctions  x' 
et  y' ,  on  peut  conserver  les  angles,  c'est-à-dire  obtenir  que 
les  représentations  des  courbes  se  coupent  sous  le  même  angle 
que  les  courbes  elles-mêmes.  On  dit  alors  que  la  représenta- 
tion est  conforme.  Deux  triangles  infiniment  petits  correspon- 
dants sont  alors  semblables  ;  et  aussi  deux  figures  infiniment 
petites  correspondantes  quelconques,  puisqu'on  peut  les  décom- 
poser en  triangles  semblables  deux  à  deux. 
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88.  Considérons  la  variable  complexe  x'  -j-  \/ —  ly'  :  il 
peut  arriver  que  a/  -j-  y —  iy'  soit  fonction  de  a;  -f-  \' —  1  y. 
Dans  ce  cas  les  angles  sont  conservés  et  réciproquement.  En 
effet,  les  conditions  qui  expriment  ce  fait  sont  : 


dx' dy' 

d:r        dy 

(1)                                  .   '  ^ 

dx  ay 

dy  dx 


Peut-on  de  cette  manière  faire  la  représentation  conforme 
d'une  courbe  sur  elle-même  ? 

Soit,  par  exemple,  une  circonférence: 
1°  On  peut  la  faire  tourner  autour  de  son  centre  : 
2"  Considérons  un  point  M  dans  l'intérieur  du  cercle  ;  soient 
(û7,3/)  ses  coordonnées: je  puis  y  faire  correspondre  M' (a;',  y') 
également  intérieur  à  la  circonférence,  suivant  une  représen- 
tation conforme,  de  manière  qu'au  centre  0  corresponde  un 
point  0'  quelconque  à  l'intérieur  du  cercle. 

En  effet,  prenons  le  rayon  de  la  circonférence  pour  unité. 
M  a  pour  affixe  la  quantité  imaginaire  x  -j-  v' —  ^y,  et  l'équa- 
tion de  la  circonférence  est  : 

I  X  -\-  \J —  iy  I  =  const  =:  1. 


Soit  a  -{-  sj —  \b  l'affixe  de  0'.  Considérons  l'expression  : 

,  I     / — r  /      '^  [^  +  v'—  ly)  4-  3 
x'  -\-  \j—  \ij'  =  -^ !_!___i;iZ_r_L. 

Y  (^^  +  V—  ^y)-[-o 

Je  puis  choisir  :  a.   S,  y,  o  de  façon  que  M'  décrive  la  cir- 
conférence en  même  temps  que  M,  c'est-à-dire  que  le  module 
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de  x  -f-  s/ —  Vy'  soit  égal  à  l'unité  en  même  temps  que  celui 

de  a;  +  V — ^V- 

1 
Le  point  0"  conjugué  de  0'  a  pour  affixe  :  / — r  ; 

faisons  : 

I     /■ — T  ^  a  —  V—  le 

a;  +  V-  1?/  -    p=r- 

a  —  V—  1* 
La  condition  : 


équivaut  à  : 
ou  : 

a;  —  V —  \y 

Donc,  pour  les  points  de  la  circonférence  (a;,  y),  nous  pour- 
rons écrire  : 

X  4-  vZ-ly-  =  ^  +  v/^.y  -  (a  +  v/=^^i 1 

^  ^  1  1  a  _  y/—  16 


v/ —  iy  a  — s/ —  16 


ou  : 


x—\—iy—{a—\J — 16)  a  — V — 4  6 

Les  deux  fractions  ont  pour  module  l'unité,  puisque  leurs 
deux  termes  sont  conjugués.  Celui  de  a?  —  \l —  iy  est  égal  à 
l'unité.  Le  module  de  x'  -\-  s/—  iy'  se  réduit  donc  à  l'unité. 

Si  on  fait  : 

X  -\-  V —  iy  =  a  -]-  s]—~\b, 
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on  a  : 

X'  +  sl^y'  =  o, 

de  sorte  que  le  point  0  est  le  transformé  du  point  0',  qui  a 
été  choisi  arbitrairement  à  l'intérieur  de  la  circonférence. 

89.  M.  Schwartz  a  donné  le  moyen  de  faire  la  représenta- 
tion conforme  d'une  aire  plane  quelconque  sur  un  cercle;  mais 
les  procédés  sont  en  général  assez  compliqués,  sauf  dans 
quelques  cas  relativement  simples. 

Supposons  que  nous  sachions  faire  la  représentation  con- 
forme d'une  aire  A  sur  un  cercle  de  telle  manière  qu'au  point  M 
de  l'aire  A  corresponde  un  point  M'  du  cercle,  et  qu'au 
point  Po  de  l'aire  A  corresponde  le  centre  du  cercle.  Je  dis 
qu'on  pourra  aussi  trouver  une  autre  représentation  de  l'aire  A 
sur  le  même  cercle,  qui  sera  telle  qu'un  autre  point  P  de 
l'aire  A  vienne  au  centre  du  cercle.  Soit,  en  effet,  P'  le  point  du 
cercle  correspondant  à  P  dans  la  première  représentation. 
Faisons  la  représentation  conforme  du  cercle  sur  lui-même, 
de  manière  qu'au  point  M'  corresponde  le  point  M",  et  qu'au 
point  P'  corresponde  le  centre  du  cercle.  Cela  est  toujours 
possible  [88]. 

Nous  aurons  encore  une  représentation  conforme  de  l'aire 
primitive  A  ;  en  effet,  soient  [x,  y),  {x\  y')  et  [x" ,  y")  les  coor- 
données des  points  M,  M' et  M"  ;  x"  et  y"  sont  fonctions  de  {x\  y') 
et,  par  suite,  fonctions  de  [x,  y)  comme  x'  et  y'  eux-mêmes. 
D'autre  part,  les  angles  n'ont  pas  été  altérés  puisque  les  deux 
représentations  faites  successivement  sont  toutes  deux  des 
représentations  conformes.  Enfin,  si  le  point  M  vient  en  P,  le 
point  M'  vient  en  P',  et  le  point  M"  au  centre  du  cercle. 

90.  Problème  de  Helmlioltz  (Application  au).  —  Suppo- 
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sons  que  la  section  du  vase  soit  une  courbe  C;  soit  Ao  la  trace 
d'un  tube  tourbillonnaire  ayant  un  moment  égal  à  Su. 
Comme  nous  l'avons  établi  [60]  : 


V  -\-  \J —  iu 

est  une  fonction  àe  x  -\-  y —  ly. 
Je  puis  donc  poser  : 


(2) 
d'où  : 


(3) 
Posons  : 


— -  t/  (^  +  y/-  Icp) 


d'il d^ 

dy       dx 


u 


d'^ rfcp 


dx       dy 


Cette  expression  sera  une  fonction  de  a;  -j-  \/ —  1  y.  Les 
fonctions  u  et  v  se  comportent  régulièrement  à  l'intérieur  de 
la  courbe  C,  sauf  au  point  A^  où  w  et  u  deviennent  infiniment 
grands  du  premier  ordre. 

J'ajoute  que  la  différence 


+  V/-1' 


-hsZ-iy 


reste  finie.  La  fonction 


^  _j_  y/-  Icp  _  log  {x  +  V-  iy)  =n{x  +  \J-l  y) 
reste  aussi  finie,  même  au  point  A^.  Par  conséquent  : 

g^+  yCTTcp   _    ^^  _|_   y/_  lyj   /l 
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n'admettra  pas  de  point  singulier,  puisque  les  deux  facteurs 
se  comportent  régulièrement  au  point  Ay.  Le  long  de  la 
courbe  C,  qui  est  une  ligne  de  courant,  -l  =  consl.  Or  ep  est 
le  module  de  e|'  +  ^^-^?  ou  x'  -\-  sj —  ii/'.  Donc  le  long  de  G 
le  module  de  x'  -}-  s/ —  ly  est  constant  : 

(1)  x"^  +  ?/"  =  const. 

Considérons  un  point  M  [x,  y)  à  l'intérieur  de  la  courbe  C  ; 
quand  ce  point  parcourra  toute  l'aire  limitée  par  C,  le  point 
{x,  y')  parcourra  l'aire  limitée  par  la  courbe  correspondant  à  C  ; 
or,  d'après  l'équation  (1),  cette  courbe  est  une  circonférence 
dont  le  centre  correspond  à  \q.  La  représentation  est  conforme 


puisque  x'  -f-  V^ —  iy'  est  fonction  de  x  -\-  \' —  ly. 

91.  Réciproquement,  si  on  sait  faire  la  représentation  con- 
forme de  l'aire  G,  on  pourra  résoudre  le  problème  d'Helmholtz. 

On  connaîtra  alors  x  -\-  \l —  iy' ,  on  posera  : 


_cl]^ _  _^. 

dx  dy 

:p  sera  la  fonction  des  vitesses  (en  dehors  du  tube  k^). 

92.  Pour  déterminer  la  trajectoire  du  centre  de  gravité  A(, 
du  tube,  il  est  plus  commode  d'avoir  recours  à  la  comparai- 
son électrostatique. 

Considérons  un  champ  électrique  déterminé  par  un  certain 
nombre  de  droites  perpendiculaires  au  plan  des  xy^  de  lon- 
gueur 2^  très  grande  par  rapport  à  leurs  distances,  et  élec- 
trisées  uniformément  ;  nous  supposerons  que  les  extrémités 
de  toutes  ces  droites  sont  dans  les  deux  plans  ^  =  ^  et  ^  :=  —  l. 
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Soieni{/ïg.  27)  AB  une  de  ces  droites  ;  P,un  point  quelconque 

sur  cette  droite,  ayant  pour  coordonnées  x',  y\  z'  ;  P',  un 

point  de  la  droite  infiniment  voisin  dont  les 

A 

coordonnées  sont  x\  y\  z'  -}-  dz'. 

Si  S  est  la  charge  par  unité  de  longueur,  la 
p'  charge  de  FF'  sera  Mz'  et  le  potentiel  de  la 
P       droite  AB  en  un  point  tel  que  M   {x,  y,  z) 

sera: 


^+1 
Mz' 


MF 


'— / 


Fig.  27. 


Soit  p  la  distance  du  point  M  à  la  droite 


Posons 


MP^  =  p2  -f  (;r  —  z'f 


Idz 


+  (^  -  zy 


s/ 9'  4-  V 


ou,  comme  a  et  p  sont  très  grands  vis-à-vis  de  p,  on  a  approxi- 
mativement : 

V  =  S  log  -~  =  2o  log  — ^^ 
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93.  Si  les  droites  électrisées  sont  en  nombre  quelconque  : 


V=22ô,Iog 


2  \Jl'' 


?i 


ou 


(4)      V  =  -  2^0,  log  p,  +  2  log  2  \lP  -  z^^S,. 
Si  la  somme  des  charges  est  nulle  : 

S''  =  "■ 


alors  le  potentiel 


V  =  -228,log 


9i 


ne  dépend  plus  de  l  ni  de  z. 

La  composante  de  la  force  électromotrice  parallèle  à  0;;-, 

-;-»  est  nulle. 
dz 

94.  Application  à  l'hydro- 
dynamique. —  Soient  C  la  sec- 
tion du  vase,  Q  celle  du  tube 
tourbillonnaire  {/îg.  28).  Le  tour- 
billon Ç  varie  d'une  manière  quel-  pjg  os. 
conque  à  l'intérieur  de  Q  et  est 
nul  à  l'extérieur.  Soit  27c  le  moment  total  du  tube  : 

(6)  /sÇc/o)  =  27r. 

Les  équations  à  satisfaire  sont  :  l'équation  de  continuité 

,_,  du    ,   dv 

(^)  ^  +  5^  =  *^' 
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et  l'équation 

(8)  lr_^  =  2c. 

^  dx       dy 

La  relation  (1)  exprime  que  u  et  v  sont  le^  dérivées  d'une 
même  fonction  t|/  (a;,  y] 

d'I^  d'\^ 

dy  dx 

vdx  —  udy  =  d'^. 
Substituons  ces  valeurs  de  m  et  f  dans  (5!),  il  vient  : 

Al]/  =  2Ç. 
Par  conséquent  à  l'extérieur  de  Q 

Ai|/  =  o, 

et  il  y  a  une  fonction  des  vitesses.  lia  courbe  C  doit  être  une 
ligne  de  courant,  c'est-à-dire  que  le  long  de  cette  ligne 

dx dy 

u  V 

ou 

-^dx  -j — T-dxi  =  c^vL  =  o. 

dx         '    dy   -^  ^ 

Le  long  de  G  on  a  donc 

iL  =  const. 

Comme  <]^  n'est  défini  que  par  ses  dérivées,  on  peut  toujours 
s'arranger  de  manière  que  celte  constante  soit  nulle. 

95.  Remplaçons  maintenant  dans  le  tube  ù  chaque  tube 
infiniment  délié  par  une  droite  électrisée  de  longueur  2^,  la 
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densité  sur  cette  droite  étant  proportionnelle  à  Ç.  Supposons 
l'espace  compris  entre  Q  et  G  rempli  par  un  diélectrique,  et  à 
l'extérieur  de  G  un  conducteur  limité  intérieurement  par  le 
cylindre  qui  admet  cette  courbe  comme  section  droite.  Si  ce 
conducteur  est  en  communication  avec  le  sol,  son  potentiel  -i» 
sera  nul,  et  tout  le  long  de  G  on  aura  i!/  =  o. 

Mais  il  se  répandra  sur  G  une  couche  d'électricité,  formant 
une  charge  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  de  Û  (théorème 
de  Faraday).  En  choisissant  convenablement  le  facteur  de 
proportionnalité  qui  lie  la  densité  à  r,  le  potentiel  sera  repré- 
senté par  la  fonction  ■},  que  nous  avons  précédemment 
définie  [94]. 

A  l'intérieur  de  G,  dans  le  diélectrique: 

^•l>  =  o. 

Dans  l'intérieur  du  cylindre  Q, 

A-}  =  —  4-a". 
Il  suffit  donc  de  prendre  : 

ou  : 

/  ix'Wa)   =  —  -• 

La  fonction  ■]>  satisfera  alors  aux  mêmes  conditions  que  la 
fonction  ■}  définie  parle  problème  de  Helmholtz.  'i/ne  dépend 
que  de  a?  et  de  y,  et  la  somme  des  charges  est  nulle,  puisque 
les  charges  de  G  et  de  Û  sont  égales  et  de  signe  contraire. 

En  un  point  de  la  surface  du  cylindre  G,  la  densité  super- 
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ficielle  (jl'  sera  telle  que 

en  appelant  s  l'arc  de  la  courbe  G. 
Le  potentiel  a  donc  pour  expression  : 

(10)         t|>  =  —  2  Ci>.'ds  log  p  —  2  C^"d<a  log  p 

=  ^'  +  r 

(en  désignant  parvf/'la  première  intégrale, et  par  ij/"  la  seconde). 

Il  faut  bien  remarquer  que  y  n'est  pas  le  potentiel  dû  au 
cylindre  G  seul,  et  Y  le  potentiel  dû  au  cylindre  Q  seul,  parce 
que  les  charges  de  ces  cylindres  considérés  isolément  ne  sont 
plus  nulles. 

L'expression  du  potentiel  de  G  serait  [93]  : 

—  2  f^'ds  log  p  +  2  log  2  v//2  —  z^ffx'ds, 
ou  : 


—  4/'  +■  log  2  s/l'  -  z\ 
et  pour  le  cylindre  Q  : 


en  remarquant  que  /  ^l'ds  =  -|-  ô'  ^W  1^"^^  =  —  â' 
Les  composantes  de  la  force  électromotrice  sont  : 


d'I  dû/ 

dx  dy 
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il  faut  les  faire  tourner  de  90  degrés  pour  obtenir  les  compo- 
santes de  la  vitesse,  dont  les  valeurs  seront  par  conséquent: 


^  '~  ~  dy        dy 
dx        dx 


96.  Supposons  que  le  tube  devienne  infiniment  délié,  sa 
trace  se  réduisant  au  point  G,  et  que  son  moment  reste  égal 
à  Stt. 

Toute  l'électricité  sera  concentrée  sur  la  droite  G  perpendi- 
culaire au  plan  des  xy;  au  voisinage  de  cette  droite,  la  force 
électrique  et,  par  conséquent,  la  vitesse  deviennent  infiniment 
grandes.  Alors  l'expression  de  Y  devient  : 

Y  =  —  21og  Pof\t-"db)  =  logpo, 


Pj,  étant  la  distance  du  point  M  à  la  droite  menée  par  le 
centre  de  gravité  du  tube,  parallèlement  à  l'axe  des  z. 

En  effet,  à  des  infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur,  p 
devient  égal  à  po-  [MP  devient  égal  à  MG  (A5'-28)].  Si  le  point 
considéré  M  approche  indéfiniment  de  G.  pp  tend  vers  0, 
et  Y  devient  infiniment  grand.  Au  contraire  <y  reste  fini, 
parce  que  p  reste  fini  même  si  le  point  M  s'approche  indéfini- 
ment de  G. 

Par  conséquent  m  et  u  croissent  indéfiniment,  quoique  leurs 

premiers  termes  -f-  et  -^  demeurent  finis,  autrement  dit  les 
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fonctions  : 

dy 


d\o 


gPo 


dx 

restent  finies,  même  au  point  G. 

La  fonction  ^  doit  donc  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 
La  fonction  doit  être  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
dans  toute  l'aire  limitée  par  la  courbe  G,  sauf  au  point  G;  elle 
doit  satisfaire  en  tout  point  de  cette  aire  à  l'équation  de 
Laplace  A-]/  =  o  et  être  égale  à  o  en  tout  point  du  contour  G  ; 
enfin  les  fonctions 

c?logpo  Q^loKpo 

Xl  _L  -2-LU,  y   — l^ 

dy  dx 

doivent  rester  finies  au  voisinage  de  G. 

Le  problème  ainsi  posé  ne  comporte  qu'une  solution  ;  cette 
solution  nous  sera  donnée  par  la  représentation  conforme. 

97.  Admettons,  en  effet,  que  nous  ayons  obtenu  la  repré- 
sentation conforme  de  l'aire  C  sur  la  surface  d'un  cercle  de 
rayon  égal  à  l'unité,  ayant  son  centre  à  l'origine.  Supposons 
que  le  point  G  corresponde  au  centre  du  cercle.  A  un  point  M 
(a?,  y)  de  l'aire  G  correspond  M'  [x\  y')  du  cercle  :  x  -\-\J —  iy' 
est  une  fonction  de  x  -\-\J —  iy.  Posons  : 

log  [x  +  V—  W)  =  '^  +  sl—  !?• 
Je  dis  que  la  fonction  : 


ij;  =  log  \jx"^  —  y"^ 
satisfait  aux  conditions  demandées. 
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En  effet  : 

\-l  =  o 

puisque  <l  est  la  partie  réelle  d'une  fonction  analytique. 

<^  =  otout  le  long  deC,  puisque  C  a  pour  représentation  le 
cercle: 

x'^  -|-  y"^  =  { 

<]/  —  log  po reste  iini.  11  ne  pourrait  être  infini  qu'au  point  G 
correspondant  au  point  0,  pour  lequel  : 

X'  -\-  y    —  o. 
Soient  x^^,  y^  les  coordonnées  du  point  G  : 


x'  -(-  \J \,y' 

>]/  —  log  Po  —-  partie  réelle  de  log ^ — ^— 


x-\-s—  iy  -  [x^  +  v^—  iy^) 


x  -j-  \l —  ^y'  s'annule  pour  x  -^  V —  ly  =^  -^o  4"  V —  l^o  ^^ 
c'est  un  zéro  simple;  la  quantité  sous  le  signe  log  ne  s'annule 
donc  plus  au  point  G. 

93.  Vitesse  du  point  G.  —  La  vitesse  du  point  G   est 
déterminée  par  l'équation  (1)  [65j. 


dx, 
~dt 


^  Cldv,  =  Culdià, 


ou  : 


t/^"— Jf^''-jf^'" 


d'I" 

Or,  /  -7-  Woj  =  0.  En  effet,  si  la  cloison  C  n'existait  pas, 
dy   ■ 
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les  composantes  de  la  vitesse  seraient  : 

dy  dz 

Mais,  dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité  G  du  tube  tourbil- 
lonnaire  est  fixe  : 


dt 


dy 


f^du 


=  o, 


d'où 


/ 


^Çc/co^O. 


Il  reste  donc  : 


^/^^— /f^"". 


—r^  sera  une  des  valeurs  que  prend p-  à  l'intérieur  de  la 

dt  ^       ^  dy 

section  Q  du  tube  tourbiilonnaire.  Si  le  tube  est  infiniment 

délié,  cette  valeur  diffère  peu  de  la  valeur  que  prend  cette 

fonction  au  point  G. 

Pour  calculer  —^^  nous  prendrons  donc  la  dérivée ^ 

dt  ^  dy 

et  nous  y  substituerons  à  a;  et  y  les  coordonnées  ir^,  y^^  du 
point  G.  De  la  même  façon  nous  calculerons  -^  =  (;t^)  ' 

99.  Comparaison  électrostatique.  —  Considérons  un 
point  M  dans  le  plan  des  xy  ;  la  force  électrique  qui  agit  en 
ce  point  est,  par  raison  de  symétrie  (puisque  les  extrémités 
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des  droites  électriques  sont  supposées  dans  les  plans  z  =  ±  l 
équidistants  du  plan  des  xy),  située  dans  ce  plan,  ses  com- 
posantes ont  pour  expression  ^.  -j-  ;  elle  est  due  h  la  charge 
du  cylindre  il  et  à  la  surface  C.  Cette  force  peut  donc  être 
regardée  comme  la  résultante  de  deux  autres,  l'une  due  à  lu 
charge  de  G  et  dont  les  composantes  seront  : 

dœ  dy  dz 

Si  le  point  M  est  dans  le  plan  des  xy,  la  troisième  composante 
s'annule.  La  seconde  force  due  à  Q  a  pour  composantes  : 


dx     dy  dz 

Le  second  terme  du  potentiel  de  Q  ne  dépend  pas  non  plus 
de  X  et  de  y. 

Dans  le  plan  des  xy,  la  troisième  composante  s'annule 
encore,  et  nous  avons  deux  forces  dont  les  trois  composantes 
sont  respectivement  : 

d\'     dA[_ 
dx      dy 

et 

dJl_     cU£_ 
dx      dy 

près  du  point  G  cette  dernière  devient  très  grande.  La  pre- 
mière reste  finie  et,  d'après  le  numéro  précédent,  en  la  faisant 
tourner  de  90  degrés,  on  obtiendra  la  vitesse  du  point  G. 

100.  Trajectoire  du  point  G.   —  Pour  trouver    celte 
trajectoire,  ou  plutôt  une  de  ses  principales  propriétés,  car  il 
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n'est  pas  toujours  possible  d'obtenir  son  équation  sous  forme 
finie,  il  est  commode  de  recourir  encore  à  la  comparaison 
électrostatique. 

101.  Je  rappelle  d'abord  quelques  théorèmes  d'électrosta- 
tique dont  je  ferai  usage. 

Théorème  I.  —  Soit  un  champ  électrique  contenant  des 
conducteurs  qui  possèdent  des  charges  M^,  M2,  ....  M„  respec- 
tivement aux  potentiels  V^,  Vg,  ..,,  V„.  Si  ce  champ  subit  un 
changement,  le  travail  produit  par  les  forces  électriques  est 
égala  l'accroissement  de  la  somme: 

l  (M, V,  +  M,V,  -f-  ...  +  M„V,)  =  i  ^MV. 

Théorème  II.  —  Soient  deux  systèmes  de  conducteurs  S  et  S', 
qui  exercent  l'un  sur  l'autre  des  actions  mutuelles  (abstrac- 
tion faite  des  forces  qu'exercent  les  conducteurs  d'un  système 
sur  les  conducteurs  du  même  système). 

Supposons,  pour  simplifier  l'énoncé,  que  les  conducteurs 
soient  très  petits  et  assimilables  à  des  points.  S'il  n'en  était 
pas  ainsi,  on  devrait  décomposer  chaque  conducteur  en  élé- 
ments infiniment  petits. 

Soient  M^,  M.^,  ...,  M„  les  charges  électriques  des  conducteurs 
qui  composent  le  système  S;  V^' ,  Vg,  ...,  V,'  les  potentiels  que 
produirait  le  système  S'  aux  points  où  se  trouvent  ces  charges. 
Soient  M{,  M 2,  •..,  M,[  les  charges  des  conducteurs  dans  le 
système  S',  et  V^,  Vg,  ...,  V„  les  potentiels  que  produirait  en 
ces  points  le  système  S. 

Le  travail  des  forces  qu'exerce  S  sur  S'  augmenté  du  travail 
des  forces  qu'exerce  S'  sur  S  est  égal  à  l'accroissement  de  la 
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fonction  : 

M.V;  -f  M^V^  +  ...  +  M„\M  =  Mi  V,  4-  ...  AUV„ 
ou  : 

^MV  =  ^M'V  • 

Si  les  masses  électriques  sont  en  nombre  infini,  les  théo- 
rèmes sont  encore  vrais  ;  mais  il  faut  remplacer  les  sommes 
V  par  des  intégrales  /• 

102.  Appliquons  ces  théorèmes  à  l'étude  du  champ  élec- 
trique que  nous  avons  défini  [95] . 

Les  forces  qui  .s'exercent  dans  ce  champ  forment  quatre 
groupes  : 

Les  forces  F<,  exercées  par  les  charges  fx"  les  unes  sur  les 
autres  ;  les  forces  F2,  actions  des  charges  [/  sur  les  charges  [a"  ; 
les  forces  Fg,  actions  des  charges  1/'  sur  les  charges  [/,  et 
enfin  les  forces  F3,  actions  ,des  charges  [a"  les  unes  sur  les 
autres. 

Décomposons  le  cyHndre  Q  en  éléments  infiniment  petits 
de  la  manière  suivante  ;  nous  partagerons  le  cylindre  Q  en 
cylindres  infiniment  déliés  de  section  dia,  parallèles  à  0^,  et 
nous  découperons  ensuite  ces  cyhndres  par  des  plans  paral- 
lèles au  plan  des  œy  ;  le  volume  de  chaque  tranche  sera  d(j>  dz, 
et  sa  charge  [j."d(adz. 

Les  composantes  de  la  force  F^  relatives  à  cet  élément 
seront  : 

u.  diodz  —7- 
dx 

ii'doidz  -^ 
dy 


,.,    -    rf  log  2  v^^2  _  ^1 


dz 

THÉOKIE   DES    TOURBILLONS. 
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Remaniuoiis  que  la  secliun  du  cylindre  1.2  a  été  supposée 

1res  petite.  A  l'intérieur  de  cette  section,^  et  -V-  ont  une 

dx        dy 

valeur  sensiblement  constante.  Le  point  d'application  de  la 
résultante  des  forces  Fj  est  situé  à  l'intérieur  de  il  :  il  est  donc 
très  rapproché  de  la  droite  menée  parle  point  G  parallèlement 
à  0^.  En  appelant  l  la  charge  totale  de  li,  supposée  con- 
centrée sur  cette  droite,  la  résultante  des  forces  F^  aura  pour 
projections: 

dx  dy 


103.  Evaluons  le  travail  de  ces  forces  et  commençons  par 
le  travail  total  des  quatre  sortes  de  forces  électrostatiques 
F,,  F^,  F^et  F3. 

Le  travail  des  forces  électrostatiques  est  représenté,  ainsi 
que  nous  l'avons  rappelé,  par  l'accroissement  de  : 


1/ 


y  dm . 


V  étant  le  potentiel  auquel  se  trouve  la  charge  infiniment 
petite  dm,  et  l'intégrale  étant  étendue  à  toutes  les  masses. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  potentiel  total  est  ']^.  Le  tra- 
vail cherché  est  donc  égal  à  l'accroissement  de  : 


-     '\f[x"diûds  -\-  -  l'I'udsds, 


d(û  étant  la  section  d'un  des  cylindres  élémentaires  dans 
lesquels  nous  avons  décomposé  Q;  et  ds,  un  élément  du  con- 
tour C,  de  sorte  que  la  surface  G  est  décomposée  en  rectangles 
dont  l'aire  est  dsdz. 
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En  remarquant  que  ']/,  ;/  et  a"  ne  dépendent  pas  de  z,  et 
qu'on  doit  intégrer  entre  i'=  —  /etz:=-f-^)  cette  expression 
s'écrit  : 

lj\i>."dio  +  lj\ij.'ds. 

Posons  : 

P  z=fyd^  -\-h\^'ds. 

Le  travail  des  forces  électrostatiques  sera  représenté  par  : 
rfG  =  Id?. 

104.  Faisons  le  niétue  calcul  pour  les  forces  F,  seules.  La 
charge  d'un  petit  cylindre  est  aVojc/z,  et  son  potentiel 


d(3idz 


il  vient  donc  : 

rfG  =  i  df[f  -  log  2  v/^^~=^]  l^" 
=  l  d\\\")j:'di^dz  —  \d  f'x'doi  log  2  sjl^  —  zhlz 
=  IdCVudui  —  -  fu'dio  fTog  2  \/l-  —  zVz, 

car  u."  ne  depe/id  pas  dez.  Les  deux  dernières  intégrales  sont 
des  constantes.  En  posant  par  conséquent  : 

P' =  J.yy'c^co, 

le  travail  des  forces  F,  aura  pour  expression  ; 

ld?\ 
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Le  travail  des  autres  forces  Fj,  Fa  et  F3  sera  représenté  par 
la  différence  : 

Id  (P  —  P'). 
Or  : 


P  —  P'  =h'ij!'dia  4- /l|x' 


ds. 


^  représente  le  potentiel  d'un  point  de  C  ;  ce  potentiel  est  nul 
puisque  G  communique  avec  le  sol  :  le  second  terme  est  donc 
nul.  La  première  intégrale  doit  être  étendue  à  toute  l'aire  il. 
Gomme  cette  aire  est  infiniment  petite,  ']>'  y  a  une  valeur  à 
peu  près  constante  dans  toute  son  étendue,  valeur  égale  à 
celle  qu'il  a  au  point  G,  'l^.  Nous  pourrons  donc  écrire  : 

P  -  P' =  ■k/m"^">  =  -  ^  l'^ 

105,  Supposons  que  le  tube  se  déplace,  la  vitesse  de  son 
centre  de  gravité  aura  comme  composantes  : 

dt  \<^y/o       <^l         \dx/ff 

i-f-)    désignant  la  valeur  que  prend  -^  quand  on  substitue 

à  ^'  et  à  y  les  coordonnées  .r^,  y„  du  point  G. 

Les  masses  [x"  se  déplacent  donc,  et  ce  déplacement  modifie 
en  même  temps  la  distribution  électrique  sur  la  surface  C. 

Les  forces  Fj  ont  pour  composantes  dans  le  plan  des  xy: 

dy  ^'. 

do)  dy 

La  résultante  des  forces  F^  est  donc  normale  à  la  trajectoire  du 
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point  G  et,  par  suite,  ne  fournit  aucun  travail.  Il  en  est  de 
même  des  forces  Fg  et  F3.  En  effet  la  résultante  de  ces  forces 
est  normale  au  conducteur  G  (car  dans  une  distribution  élec- 
trostatique les  lignes  de  forces  aboutissent  toujours  normale- 
ment aux  conducteurs)  :  les  masses  jx'  se  déplacent,  mais  en 
restant  à  la  surface  du  conducteur,  et  par  conséquent  dans 
une  direction  perpendiculaire  à  celle  de  la  force.  Gette  force 
ne  produit  pas  de  travail. 

Le  travail  total  des  forces  F2,  Fg  et  F3  est  donc  nul. 

Il  résulte  de  là  que  : 

d[V  -  P')  =  0, 
P  —  P'  —  const, 


ou  : 


et 


^0 


const. 


106.  La  trajectoire  est  une  courbe  fermée.  —  Suppo- 
sons qu'on  ait  fait  la  représentation  conforme  de  l'aire  G  sur 
UQ  cercle  K  ayant  son  centre  en 
0  {fig.  29).  Au  point  G  (a?,„  y^) 
correspond  G'  [xq,  y^),  et  au 
point  M  (a;,  y)  le  point  M'  {x',  y'). 
Posons  : 

x'  +  \/^=^  y'  =  Z' 

'x  +  s/^^y  =Z 
^0  +  V^^  I/o  =  Zo 


Fig.  29. 


Z'  est  une  certaine  fonction  de  Z,  /"(Z).  Z^  la  même  fonction 
deZo./lZo). 


H 8  DÉFIMITION    DE    (,A    REPRÉSENTATION    CONFORME 

Posons  encore  : 

Pour  pouvoir  appliquer  les  formules,  il  nous  faut  trouver 
une  autre  représentation  conforme  telle  qu'au  point  G  corres- 
ponde le  point  0,  et  à  M  un  point  M"  (a;",  y")  tel  que  : 

se"  -f  V^ITT  y"   =^  z'    —   cp(Z). 

Pendant  le  déplacement  du  point  G,  la  forme  de  la  fonction  cp 
variera,  mais  celle  de  f  demeurera  la  même,  car  dans  la  défi- 
nition de  /"le  point  G  ne  joue  aucun  rôle. 

Nous  savons  [88]  qu'il  suffit  de  prendre  : 


71' 


Z'U  '  -  1 


En  efl'et  :  si  mod  Z=  1,  on  a  mod  Z''  =  1. 

Si  Z  =  Zj),  Z'  r=  Zo  et  Z^  =  o,  c'est-à-dire  qu'au  point  G 
correspond  bien  le  point  0. 
Z"  est  une  fonction  de  a;  et  de  3/  : 

Z"  =r  e'^'  +  V^i? 
']>  —  p  réelle  de  log  Z"  =  log  \Z"\ 

Y  =  log  pû 


en  prenant: 


f  =  log 


Po 


MG  =  IZ  —  Zol 


r 

=  log 

Z'-Z^ 
Z-Zo 

z-Zo 

-loglZ'U^-l] 


tj/o  est  la  valeur  de  cette  expression  pour  Z  =  Z^,  soit  en 
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appliquant  la  règle  de  l'Hôpital: 

d'/' 


•K=ïog 


c/Z, 


log|Z^U^-ll 


=  l0£ 


tVL' 


cV/u 


log  'l-|Zil  = 


L'équation  -h'^  =  const  peut  donc  s'écrire  en  passant  des 
logarithmes  aux  nombres  : 


dZi 


d7.r 


const. 


La  trajectoire  est  donc  toujours  une  courbe  fermée. 
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MOUVEMENT   DES   TUBES  TOURBILLONNAIRES 
THÉORÈMES   GÉNÉRAUX.   TUBES   DE   RÉVOLUTION 


107.  Tubes  tourbillonnaires  de  révolution.  —  Suppo- 
sons qu'il  existe  dans  un  liquide  indéfini  des  tubes  tourbil- 
lonnaires qui  soient  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z.  Si 

cette  condition  est  remplie  à  l'origine 
des  temps,  elle  subsistera  constam- 
ment ;  tout  plan  passant  par  l'axe  des 
z  sera  et  restera  un  plan  de  symétrie. 
Soit  M  un  point  quelconque  du  li- 
quide ;  menons  le  plan  méridien  pas- 
sant par  ce  point  [fig.  30),  et  prenons 
l'image  du  système  par  rapport  à  ce 
plan.  La  vitesse  du  point  M  ne  devant 

Fig.  30.  ^  ^ 

pas  changer,  par  raison  de  symétrie,  il 
faut  qu'elle  soit  contenue  dans  ce  plan  méridien. 

108.  Considérons  un  tube  infiniment  délié,  formant  une 


0 
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sorte  de  tore  {fig.  31),  et  soient  rfcu  sa  section  droite,  R  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  de  celte  section  à  l'axe  0^.  Le  volume 
du  tube  sera: 

27tRrfa), 

et  il  doit  demeurer  constant.  Le  tour- 
billon ff  étant  perpendiculaire  au  plan 
méridien,  le  moment  du  tube  a  une 
valeur 


da> 


Fig.  31 


constante  tout  le  long  du  tube.  Puis- 
que dix)  est  constant,  il  faut  que  c  le 
soit  aussi  ;  <j  ne  dépend  que  de  z  et  de  R  ;  en  posant  : 

a?  =r  R  COScp 

?/  =  R  sin  © 

z  =  z 
il  viendra  : 

a  =  /"(R,  z). 

D'autre  part,  le  moment  du  tube  doit  demeurer  constant  par 


rapport  au  temps  ;  il  en  sera  par  conséquent  de  même  de 


R 


109.  Nous  avons  à  trouver  des  fonctions  m,  v,  lo  qui  satis- 
fassent aux  équations: 

dio       dv 

*"*       dy       dz 
,,.  ^         du       dio 

(^)  2^  =  ^;-^ 

dv       du 

dx       dy 

du       dv    .    dxc 

dx"^  dy       dz 
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Ces  équations  ont  la  même  forme  que  celles  de  Maxwell. 
Elles  se  confondent  avec  les  équations  de  Maxwell  en  admet- 
tant qu'on  remplace  les  tubes   tourbiilonnaires  par  des  cou- 

rants  dont  les  composantes  soient  ^'  jt'  ^;  u,  v,  la  seraient 

Jtc    Jtt    2tz 

les  composantes   du   champ    magnétique  déterminé  par  ces 
courants. 

Maxwell  introduit  ce  qu'il  appelle  le  potentiel  vecteur  dont 
les  composantes  F,  G,  H  sont  définies  par  les  conditions  : 


,^,  cin       dG 

2  „  ^  _  _         etc. 

«y       dz 


et  qui  vérifie  la  condition 


dx       dy    ^    dz  ~~ 


En  éliminant  m,  y,  %o,  on  trouve 

AF  -f  Wr.u  =  o, 
ou 

AF  +  k^.^-  =  o. 

F  est  donc  le  potentiel  d'une  matière  attirante  dont  la  densité 

serait  — •  Soient  a;,  y,  z\es  coordonnées  d'un  point  du  champ; 

oc',  y',  z'  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  d'un  élément 
de  volume  d-z\  \' ,  tj',  ^',  les  valeurs  de  \,  t),  C  en  ce  point;  r,  la 
distance  des  points  x,  y,  z  et  x ,  y',  z',  nous  aurons,  d'après 
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cela  : 


(3)  <     G=fê 


Ces  formules  donnent  F,  G,  H  et  par  suite  u,  u,  xo  quand 
;,  7),  !^  sont  connus.  (Cf.  Electricité  et  optique,  I,  page  144, 
sqq/j 

110.  Expression  de  la  force  vive  du  liquide.  —  La 

force  vive  totale  du  liquide  a  pour  expression  : 

(4)  T  =  {  fy-  -f  v^'  +  >.^)  ch, 

en  supposant  que  la  densité  du  liquide  est  prise  pour  unité  ; 
dans  la  comparaison  électrodynamique,  si  le  milieu  dans 
lequel  se  trouvent  les  courants  n'est  pas  magnétique  (a  =  1,, 
l'énergie  électrocinétique  sera  : 


(3)  ^i.J,„=  +  ...  +  „.)  d-.  =  1 


Cette  énergie  électrocinétique  est  susceptible  d'une  autre 
expression.  Considérons,  en  effet,  un  élément  de  courant  sur 
l'un  des  circuits  qui  engendrent  le  champ;  soient  ds  cet  élé- 
ment ;  i,  l'intensité  du  courant  ;  P  la  projection  du  potentiel 
vecteur  sur  la  direction  de  l'élément  ds,  la  somme  : 
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étendue  à  tous  les  éléments  de  courant  représente  l'énergie 
cinétique.  Si  pour  un  instant  nous  désignons  avec  Maxwell 
par  u,  w,  w  les  composantes  du  courant,  Maxwell  démontre 
que  : 

(6)  yids.P  =  |j(Fu  -\rGv-\-  \hc)  cIt. 

(Cf.  Électricité  et  Optique,  I,  page  133.) 

Dans  nos  notations  actuelles  les  composantes  du  courant  sont 


1      JL     1 

27t'       27r'       27t' 


d'où 


\fUs?  =  iJ(F|.  +  GJ^+Hi)rf.  =  i/(b^;+G,+Hc)rfx, 


et 


(1)  T  =/(F^  +  Gïi  4-  Hg  c/t. 

111.    L'identité   de   ces    deux    expressions    se   démontre 
d'ailleurs  directement.  En  effet: 

/(pç  +  G,  H-  HC)  A  =/2fW.  =/2f|V  -/Spg*. 
Remarquons  que  dx  =  dxdydz,  et  intégrons  par  parties  : 

/  F  ;r-  dxdydz  =  JFwdccdz  —  jio-j-dT:. 
Nous  devons  intégrer  entre  — co  et  -\- ce .  Or,  à  l'infini, 
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F  et  10  sont  nuls;  le  l^rme  tout  connu  esl  donc  nul  aux  limites, 
et  il  reste  seulement  : 


il,dio  ,  C  à^  , 

/  F  -r-  c/t  =  —  \xo-rd-z. 
j    dy  J     dp 


De  même 


Donc 


[F^>/t=  -h^-^dx 
dz 


soit,  en  développant  les  V  : 

2  /       \   dz  dx~^     dy  dy  dz  dx) 

=  iL  \u  (f  -f)+.  (f  -f)  +  ,0  (f  -  f  )] 
ou,  en  se  reportant  aux  équations  (2) 

T  =  |  AW^   +  W2  +  î/)2j  ££^, 

112.  Actions  mutuelles  des  éléments  de  courants  qui 
remplacent  les  tubes  tourbillonnaires.  —  Soit  un  élément 
de  courant  MM'  de  longueur  ds  et  d'intensité  i  placé  dans 
un  champ  magnétique;  soient  MP  le  vecteur  qui  représente 
la  force  magnétique  en  M;  MC,  un  vecteur  tangent  à  MM' 
et  proportionnel  à  ids.  L'élément  MM',  comme  on  le  sait,  est 
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soumis  à  une  force  perpendiculaire  au  plan  MTC  et  égale  à 
l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  MT  et  sur  MG.  Soient 
dx,  dy,  dz  les  projections  de  ds  sur  les  trois  axes;  a,  p,  y 
celles  de  la  force  magnétique  MT  ;  idx,  idy,  idz  les  projections 
du  vecteur  MG.  Les  projections  de  la  force  électrodynamique 
sur  les  axes  sont  : 

Ox)  idz.^  —  idy.^ 

Oy)  idx.y  —  idz.i 

Oz)  idy.x  —  idx.^. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,    les    quantités  qui  corres- 
pondent à  idx,  idy,  idz  sont  : 

\dT  y\dT  Cofr 

27r'  2^'  2^' 

et  celles  qui  correspondent  à  x,  [i,  v  sont  m,  v,  lo.  Les  compo- 
santes de  la  force  éleclrodynamique  seront  alors  : 


51  ^^^  —  ■^■l)  =  Xt/T 


271 

dr 

271 


^    vM?;  —  uC\  =  Yc/t 


en  posant  : 


dz  ,  ^. 

—  (wr,  —  u;)  =  Zd-c. 


V         1    ,  . 


113.  Théorème.  —  Les  forces  (X,  Y,  Z)  qui  représentent  les 
actions  mutuelles  des  éléments  de  courants  fictifs,  par  lesquels 


DÉMONSTRATION    DIl'.ECTE    DK    L  KgUATlON  127 

nous  avons  remplacé  nos  lubes  lourbillonnaires,  doivent  elie 
égales  el  opposées  deux  à  deux.  Donc  : 

La  somme  de  leurs  projections  sur  un  axe  quelconque  est 
nulle: 

(8)  y  XdT  =  0        ou  :         V  (r;  —  wr^;  dz  =  o. 

De  même,  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  est  nulle  : 

(9)  V  (Xy  -   \x)  r/r  z=  0. 

114.  Démonstration  directe  de  l'équation  2XciT=  o. 
—  Soit  une  surface  S.  par  exemple  une  sphère  ayant  pour 
centre  l'origine  et  de  rayon  R  très  grand.  Soit  c/w  un  élément 
de  celte  surface,  l.  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à 
cet  élément.  Je  dis  que  l'intégrale  : 

/  rfcj     -  («2  -|-  u-  -f  "-•■"")  —  "  (^"  +  mv  -\-  nie) 

est  nulle. 

En  effet,  nous  avons  supposé  tous  nos  tubes  tourbillonnaires 
à  distance  finie  ;  un  point  de  la  surface  situé  à  une  distance  R 
très  grande  de  l'origine  sera  aussi  à  une  distance  très  grande, 
du  même  ordre  que  R,  des  tubes  tourbillonnaires.  Le  vecteur 
(m,  u,  w)  représente  la  vitesse  ou  la  force  magnétique.  On  sait 

1     c;.    , 
que   celte  force  magnétique  varie  comme  ^^-  bi  donc   nous 

regardons  R  comme  un  infiniment  grand  du  premier  ordre, 

1 

u,  V,  î(j  seront  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  comme  j^^> 


128 
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et  u^,  u',  lo"^  seront  du  sixième  ordre.  La  surface  à  laquelle  on 
étend  l'intégrale  est  infiniment  grande,  il  est  vrai,  mais  seule- 
ment du  second  ordre  ;  l'intégrale  est  donc  nulle. 

Transformons  cette  intégrale  d'après  la  formule  connue  : 


il  vient 


fdz 


f ''''■'  =Jf.  '-■ 


du  ^^  ^  _l_  ^^ 

dx  dx  dx 

du  dv  dio 

dx  dy  dz 

du  du  du 

—  H V  -r  —  w  — 

dx  dy  dz 


=  0. 


La  seconde  ligne  est  nulle  en  vertu  de  l'équation  de  con- 
tinuité. En  tenant  compte  des  équations  (1),  il  reste  : 


ou  : 


2    /  Û?T   (Ui;   ÎOT))    =   Û, 


^  Xc/t  =  o. 


115.  Le  théorème  des  moments  donne  une  équation  ana- 
logue : 


j\Xy  —  Yx)dT  =  o, 


ou  : 


(9) 


/ 


y      X       o     ] 

u      V       10     \  dT  =  0. 
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116.  Autre  expression  de  la  force  vive  T. —  Pour 
obtenir  cette  expression,  rappelons  d'abord  le  théorème 
d'éleclrodynamique  suivant  :  Si  on  déplace  des  courants  sans 
changer  leur  intensité,  le  travail  des  forces  électrodynamiques 
est  égal  à  l'accroissement  de  l'énergie  électrocinétique.  Soit 
un  élément  de  courant  ds  d'intensité  i  :  supposons  que  les 
coordonnées  ce,  ?/,  z  de  cet  élément  éprouvent  des  variations 
8a;,  oy,  Zz. 


f 


{XZx  -f-  YB?/  -f-  Z^z)  dx  =  f- 


471 


Admettons  en  particulier  que  Sx,  Sy,  hz  soient  proportion- 
nels à  X,  y,  z  : 

Zx  =  607,  8y  =  £?/,  tz  =  zz. 

e  étant  une  constante  infiniment  petite,  la  transformation 
revient  à  multiplier  toutes  les  distances  par  !-)-£,  Supposons 
pour  fixer  les  idées  qu'il  n'y  ait  que  deux  courants;  dans  ce 
cas 


Dans  le  changement  particulier  que  nous  avons  effectué, 
les  courants  restent  homothétiques  par  rapport  à  l'origine. 
Dans  le  système  électromagnétique  L,  M,  N  sont  des  lon- 
gueurs :  en  raison  de  l'homogénéité  ces  longueurs  doivent 
être  multipliées  par  1  -|-  e.  Donc  : 

ÔL  =  Le,  6M  =  Me,  8N  =  Ne, 
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et  enfin  : 

8T  =  Te. 

Cette  formule  reste   évicjemmenl  vraie   pour   un  nombre 
quelconque,  et  même  une  infinité  de  courants.  Donc  : 

f{Xx  +  Yy  +  Zz)s  =  £^ 

ou  en  supprimant  e  et  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  : 


/ 


(10) 
ou  en  représentant  le  déterminant  par  D  : 


X 

y 

z 

_  T 

u 

V 

10 

ch 

~  2 

\ 

■n 

c 

f"''^ = l 


117.  Liquide  enfermé  dans  un  vase.  —  S'il  s'agit  d'un 
liquide  renfermé  dans  un  vase  qu'il  remplit  complètement,  on 
pourra  recourir  encore  à  la  comparaison  électrodynamique 
à  la  condition  de  remplacer  le  vase  par  un  conducteur  par- 
fait. 

Maxwell  a  montré  que  dans  un  tel  conducteur  les  courants 
sont  localisés  à  la  surface,  et  que  cette  surface  forme  un  écran 
électrodynamique  (nappes  de  courants).  Les  théorèmes  énon- 
cés précédemment  demeureront  vrais  si  on  lient  compte  de 
cette  nappe  de  courants. 

118.  Considérons  un  point  de  la  surface  du  vase  :  les 
molécules  de  liquide  situées  à  l'intérieur  du  vase  ont  une 
vitesse  située  dans  le  plan  tangent;    en  un  point  infiniment 
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voisin,  mais  situé  de  l'autre  côté  de  la  surface,  le  liquide  en 
repos.  La  vitesse  est  donc  discontinue.  Cette  discontinuité 
peut  être  remplacée  par  l'introduction  d'un  tube  tourbillon- 
naire.  En  effet,  prenons  le  cas  parliculierd'une  surface  plane, 
le  pian  des  xy  par  exemple,  le  liquide  étant  au-dessous  de  ce 
plan.  Au-dessus  du  plan  la  vitesse  sera  nulle  ;  au  dessous,  elle 
sera  constante  et  parallèle  à  Qx. 

Supposons  que  la  variation  de  vitesse  se  fasse  non  pas 
brusquement,  mais  d'une  façon  continue,  quoique  très  rapide. 
Dans  la  couche  de  passage  u  sera  une  certaine  fonction  de  z  : 

u  =  r{z) 

et  : 

du  ,  ,  . 

sera  différent  de  0.  D'après  les  hypothèses  faites,  u  est  fonc- 
tion de  z,  seulement;  v  =  w  z=  o.  Donc  l  et  Ç  sont  nuls  ; 
mais 

1  du 

'^~id^ 

est  différent  de  0,  et  est  même  très  grand. 

Le  tourbillon  qui  remplace  la  discontinuité  sera  donc  paral- 
lèle au  plan  de  séparation  et  perpendiculaire  à  la  vitesse  u. 

119.  Si  la  surface  de  séparation  est  courbe,  et  la  vitesse 
variable,  le  théorème  sera  encore  vrai.  Il  suffit,  pour  le 
démontrer,  de  décomposer  la  surface  en  éléments  assez  petits 
pour  qu'on  puisse  considérer  ces  éléments  comme  plans,  et  la 
vitesse  comme  constante  dans  toute  leur  étendue  ;  il  est  tou- 
jours possible  de  choisir  l'épaisseur  de  la  couche  de  passage 
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très  petite  même  vis-à-vis  de  ces  éléments;  nous  pourrons 
ainsi  remplacer  la  surface  par  une  nappe  de  tubes  tourbil- 
lonnaires.  D'après  la  démonstration  précédente,  chacun  des 
tubes  sera  dirigé  dans  le  plan  de  l'élément,  c'est-à-dire  dans 
le  plan  tangent  à  la  surface,  et  la  limite  sera  sur  celte  sur- 
face elle-même,  perpendiculairement  à  la  vitesse  au  point 
considéré. 

120.  La  force  (X,  Y,Z)  qui  représente  l'action  électro- 
dynamique sur  un  élément  de  nos  courants  fictifs  doit  être 
perpendiculaire  à  la  fois  au  courant  et  à  la  force  magnétique. 
Le  courant  est  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  du  vase  ;  la 
force  magnétique,  qui  est  dirigée  comme  la  vitesse,  est  aussi 
située  dans  le  plan  tangent;  la  force  (X,  Y,  Z)  est  donc  nor- 
male à  la  surface  du  vase. 

121.  Pour  appliquer  au  cas  actuel  les  théorèmes  que  nous 
avons  démontrés  dans  le  cas  d'un  liquide  indéfini  (113-116), 
il  nous  faudra  tenir  compte  de  deux  groupes  de  forces  élec- 
trodynamiques, celles  qui  agissent  sur  les  courants  que  nous 
avons  substitués  aux  tubes  tourbillonnaires,  et  celles  qui  agis- 
sent sur  la  nappe  de  courants  qui  remplace  la  surface. 

Mais,  dans  un  certain  nombre  de  cas  particuliers,  les  termes 
complémentaires  provenant  de  ces  dernières  forces,  que  nous 
devrions  ajouter  dans  nos  équations,  auront  une  somme  nulle. 

Par  exemple,  si  le  vase  a  la  forme  d'un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  Ox,  les  forces  qui  agissent  sur 
la  nappe  de  courants  étant  normales  à  la  surface  seront  nor- 
males à  Oa?,  et  la  somme  de  projections  sur  Ose  sera  nulle.  Le 
premier  théorème  reste  vrai  sans  modification  (113). 

Si  le  vase  est  de  révolution  autour  de  0^,  la  somme  des 
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moments  des  forces  complémentaires  par  rapport  à  0;r  sera 
nulle,  puisque  toutes  ces  forces  rencontreront  Oz.  Le  deuxième 
théorème  (113)  sera  encore  vrai. 

Si  le  vase  est  une  sphère  ou  l'espace  compris  entre  deux 
sphères  concentriques,  le  second  théorème  est  vrai  par  rap- 
port à  un  axe  quelconque  passant  par  le  centre,  la  sphère 
étant  de  révolution  autour  d'un  axe  quelconque. 

Si  le  vase  est  limité  par  deux  plans  parallèles  au  plan 
des  œy  par  exemple,  on  peut  le  considérer  comme  de  révo- 
lution autour  de  l'axe  des  z,  ou  comme  un  cylindre  parallèle 
soit  à  Ox  et  à  Oy,  et  appliquer  les  remarques  relatives  à  ces 
différents  cas. 

122.  Les  tubes  tourbillonnaires  sont  des  cylindres 
parallèles  à  oz.  —  Dans  ces  conditions  : 

Ç,  ic,  V  ne  dépendent  que  de  z. 

Le  mouvement  ne  sera  pas  modifié  (56)  si  nous  limitons 
une  portion  du  liquide  par  deux  plans  parallèles  au  plan 
des  xy,  par  exemple  :  z  =0,  z  =  1.  Les  deux  théorèmes 
sont  encore  applicahles.  Voici  comment  nous  définirons  l'élé- 
ment dz.  Décomposons  le  plan  desa;y  en  éléments  de  surface  dui, 
et  prenons  chacun  de  ces  éléments  comme  base  d'un  cylindre 
parallèle  à  0^,  et  limité  aux  plans  ^  =  0  et  2  =  1.  L'espace 
compris  entre  les  deux  plans  sera  de  cette  façon  partagé  en 
une  infinité  de  ces  cylindres;  puis  nous  menons  des  plans 
parallèles  au  plan  des  xy,  distants  entre  eux  de  dz.  C'est  la 
tranche  limitée  dans  un  des  cylindres  par  deux  de  ces  plans 
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que  nous  prendrons  pour  l'élément  rfr.  Nous  aurons  donc  : 

dr  =  duidZy 
et  l'expression  du  premier  théorème  devient  : 

ivX,dzdiù  =  G 

Comme  v,  l  ne  dépendent  pas  de  z  ;  nous  pouvons  intégrer 
par  rapport  à  z  entre  les  limites  ^  =  Oet^  =  -|-*>  ^'où  : 

(11)  j'vC,dià  =  o 
de  la  même  manière,  nous  trouverions 

(12)  fu^dio  ■—  o. 

Le  second  théorème  devient,  en  dvéeloppant  le  déterminant 

(116) 

/  [xu  -]-  yv)X,dzdiù  =  o 

ou  en  intégrant  par  rapport  à  z,  comme  ci-dessus  : 

(13)  /  {cou  -|-  2/u)Cc/c')  =  o. 

123.  Nous  retrouvons  ainsi  les  théorèmes  que  nous  avons 
démontrés  dans  les  chapitres  précédents. 

Le  centre  de  gravité  de  tous  les  tubes  tourbillonnaires 
demeure  fixe,  ce  qui  s'exprime  par  les  équations  : 


jx^di»  =  const 
fyi^doy  =:  const 
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et  le  moment  d'inertie  des  tubes  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque parallèle  à  0?  demeure  constant,  par  rapport  à  Oz  lui- 
même,  par  exemple  : 

(14)  C{cc^-^y^){cc'^-\-y^)d^diù  =  consi. 

En  différenliant  ces  équations  par  rapport  à  t,  il  vient  en 
effet  : 

/  —  ^doi  =  /mÇo^co  =  o 
-TKd(ù  =  /  vî^doi  =  o 
/  (^^  "^  ^^)  ^^^'^  =f[^u  +  y^)  CoJco  =  o. 


J 


Nous  retrouvons  les  équations  (11),  (12)  et  (13 j  écrites 
ci-dessus. 

Enfin,  en  écrivant  que  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  des  tubes  par  rapport  à  Oz  est  nulle,  nous 
obtenons  : 


/  [uy  —  vx)  Crfco  =  const 


ou 


/ 


X 

y 

0 

H 

V 

0 

d(ù  =  const 

0 

0 

c 

qui,  dans   le  cas  où  nous  nous   sommes   placés,  n'est  autre 
que  l'équation  (10)  du  n°  116  : 


/■ 


Dû?T  =  const. 
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n  T 

124.  Démonstration  directe  de  la  relation  \\sd-z  =  -• 

—  Revenons  maintenant  au  cas  général.  Nous  avons  démon- 
tré parla  comparaison  électrodynamique  la  relation  (10) 


/da  =  |. 


Cette  relation  peut  aussi  s'établir  directement,  comme  nous 
allons  maintenant  le  faire  voir. 
Posons  pour  abréger  : 

-    u^  -\-  V^  -}-  ÎO^ 

ou 

T  =  r^T. 

Développons  le  déterminant  D  suivant  les  éléments  de  la 
première  ligne 


en  posant 


A.  :=  -TiW  —  ^V 

B  =  Çw  —  ^w 
G  =  lv  —  r^u. 


Calculons  A  par  exemple 

2A  =  2-ri?o  —  2tv  =  îo  ( 


du       dic\  /dv       du\ 

dz  dx)  \dx       dyj 

du  du  du  dv  _.  du  dia 

dx  dx  dy  dx  dz  dx 

du    .       du    ^^     du  dh 

~     dx~^     dy*       dz  dx' 
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les  expressions  de  B   et  de  C  se  déduiront   de  celle-là  par 
symétrie. 

Envisageons  l'intégrale 


il 


{lx-\-7ni/-\-nz)  — '—^- —{hi-Jrmv-\-nw){xu-\-i/v-\-zic)  h 


Cette  intégrale,  prise  sur  toute  la  surface  d'une  sphère  de 
rayon  très  grand,  est  nulle,  d'après  un  raisonnement  que  nous 
avons  fait  plusieurs  fois  déjà  (voir  en  partie,  114).  Transfor- 
mons-la d'après  la  formule  dont  nous  avons  aussi  déjà  fait 
usage  : 


flXdoi  =  /^ 


—  d 
dx 


ou 


j^ad.  =J2 


-T-di 
dx 


^2         1  y2         I  y.2 

X  =  X —  ^^^-  —  n  [oQii  _|_  j^y  _[_  2ic)  =^  xh  —  mK 


en  posant  : 

K  =  aJM  -)-  yy  -j-  zw^ 


et  par  conséquent 


^  -—  —  J^   1  — K  2      i     ^   1         —  Jl.  ^\ 

dx  dx'^  dx  \  dx   '  dx  "*"  dx) 

d\  dh    ,  ,  dv^.  „           f    du    ,       dv    .  dxo 

dy  dy  dy  \    dy    ^    ^  dy    ^  dy 

dZ  dh    ,    ^  dw  ,^  „     /  du    ,      dv    .  dw\ 

dz  dz    ^  dz  \   dz    ^    ^  dz    ^  dz 
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les  deux  dernières  équations  étant  obtenues  par  symétrie. 
Nous  devons  écrire  que  : 


/: 


si*-". 


En  effectuant  la  somme  V  nous  trouvons  après  des  réduc- 
tions évidentes,  en  tenant  compte  de  l'équation  de  conti- 
nuité : 


d'où 


21^  =  h-^{Ax  +  Bi/-{-Gz)  =  h-^i), 


Chdx  —  C%\)dx  =  o 


/Dc?t  =  r  Ihdi  =z 


125.  Les  tubes  tourbillonnaires  sont  de  révolution 
autour  de  0^.  —  Supposons  que  les  tubes  tourbillonnaires 
soient  de  révolution  autour  de  Oz.  Dans  ce  cas,  nous  adopte- 
rons les  coordonnées  semi-polaires  en  posant  : 

X  =  p  COS  cp 

2/  =  p  sin  (f 
z  =  z. 

Par  hypothèse,  le  tourbillon  est  en  chaque  point  perpendi- 
culaire au  méridien. 
Si  donc  a  est  la  grandeur  du  tourbillon  : 

\  =  —  c  sincp 

Tf|  =  ff  cos  (p 

C  =  o. 
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Par  raison  de  symétrie  [lO'^j,  la  vitesse  (m,  y,  ic)  est  située 
dans  le  plan  méridien  et 


dt 


CLq 

u  =  -^.  cos  © 


dp    . 
V  =  -f-  sin  IL 

dt        ^ 


dz 
'^  =  dt' 


Déplus,  comme  nous  l'avons  vu  [108],  -  est  une  constante. 

Substituons  ces  valeurs  dans  nos  équations  :  un  certain 
nombre  se  réduisent  à  des  identités.  Mais  il  nous  restera  en 
particulier  la  suivante  : 

(16)  f{ii-n  —  vl)  d-z  =  G. 

Pour  définir  l'élément  dx,  considérons  un  plan  méridien, 
celui  des  zy  par  exemple  :  décomposons-le  en  éléments  de 
surface  d^ù.  Chacun  de  ces  éléments  dans  la  révolution  autour 
de  Oz  engendre  un  volume.  Si  nous  menons  des  plans  méri- 
diens distants  angulairement  de  do,  ces  plans  découperont 
dans  les  volumes  des  tronçons  assimilables  à  des  c\'lindres 
de  section  c/w  et  de  hauteur  pf/cp.  Le  volume  de  ces  tronçons 
sera  : 

di  =r  pd(3id(f. 

L'équation  (15)  deviendra  : 


I- 


9-j  (cos'  ^  -f-  sin'  <f)  =  prfcorfcp  =  0, 


140 
oii 
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f  (j -- p(f wc/cp  =  0. 


L'intégrale  doit  être  étendue  à  tous  les  éléments  diù  d'une 
moitié  du  plan  des  zy,  et  entre  les  limites  cp  =0,  et  ç  =  Itz. 

Comme  le  coefficient  de  d^  ne  dépend  pas  de  cp,  on  peut 
intégrer  par  rapport  à  tp  et  écrire  : 


fl7) 


'5D-/O?(0    =   O. 

dl 


Transformons  maintenant  le   déterminant  D  en  le  multi- 
pliant par  un  autre  qui  est  égal  à  1. 


D  = 


X 

y 

z 

l 

f\ 

l 

X 

u 

V 

w 

cosp  sm(p  o 
sin  9  coscp  o 
o  o  1 

a;  cos  cp -j- 3/ sin  cp  — a;  sin  cp -|- y  cos  9  z 
?  cos  cp  -|-  iq  sin  :p  —  ^  sin  cp  -f-  ''i  cos  cp  ^ 
u  cos  cp  -|-  u  sin  cp     —  M  sin  cp  -|-  '^  cos  cp     to 


ou 


D  = 


p       0       z 

o       cr       o 

dp  dz 

,0-7- 

dt  dt 


dz 
dt 


dû 
dt 


Si  nous  portons  cette  valeur  de  D  dans  la  relation  (10),  il 
vient  : 


\\}d-z  =lDpd(ùd^  =  - 
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(18)       .,/,,..  (^;_  4;)  =  T 


126.  Grandeur  de  la  vitesse.  —  Soit  un  luhe  infini- 
ment délié,  de  section  circulaire,  existant  seul  :  son  rayon 
demeure  constant.  La  relation  (17)  : 


exprime  que 


rp  -r-  du 
^  dt 


az^dio  =  const. 


En  effet,  si  nous  difTérentions  cette  dernière  par  rapport 
à  f  en  remarquant  que  ctc/w  représente  le  moment  du  tube 
et  est  constant,  nous  retrouvons  l'équation  (17)  : 

Posons  : 


(1)  C<ydto  =  M 

(2)  r^p^co  =  MR2. 


M  sera  une  constante,  ainsi  que  MR^. 

Si  T  a  partout  le    même  signe,   R  sera  compris  entre  les 
valeurs  extrêmes  de  p,  p^  et  p,. 

En  effet,  soit  p^  la  plus  grande  valeur  de  p  : 


MR2  <:J,^l 


du 


(1)  Au  lieu  de  celte  équation,  Hclrahollz  trouve,  par  suite  d'une  erreur  da 
calcul  : 


*'/-^"(^S-"5f)  =  - 


la  présence  de  ce  facteur  2  ne  change  pas  d'ailleurs  les  résultats  que  uous 
allons  exposer  et  qui  reposent  saulement  sur  la  considérallon  de  Tordre  de 
grandeur  des  différents  facteurs. 
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OU  : 

MR2  <  plJcdiO  —  Mp2 

on  démontrerait  de  même  que  : 

Par  conséquent  : 

Po  >  R>  pr 

Si  le  tube  est  infiniment  délié,  p^  et  p^  diffèrent  très  peu 
l'un  de  l'autre  et  très  peu  du  rayon  moyen  du  tube.  Ce 
rayon  moyen  différera  aussi  très  peu  de  R  et  pourra  être 
regardé  comme  constant,  de  même  que  R.  Le  seul  mouve- 
ment que  puisse  prendre  le  tube  se  réduit  donc  à  un  dépla- 
cement parallèle  à  O^-.  Quelle  sera  la  vitesse  de  ce  déplace- 
ment? Il  n'est  pas  évident  a  priori  qu'elle  sera  constante, 
parce  que  la  position  du  tube  relativement  à  Oz  ne  change 
pas  par  le  déplacement  ;  la  vitesse  pourrait  dépendre  de  la 
forme  de  la  section. 

Il  n'en  est  rien  :  la  vitesse  est  constante  et  très  grande, 
ainsi  que  le  montre  Helmholtz  en  s'appuyant  sur  l'équation  (3), 
et  tenant  compte  de  l'ordre  de  grandeur  des  quantités 

T,  u,  V  et  -;^- 
at 

Si  la  section  du  tube  est  infiniment  déliée,  un  point  situé 
à  distance  finie  du  tube  aura  une  vitesse  finie.  Mais  un  point 
situé  au  voisinage  de  ce  tube  aura  une  très  grande  vitesse.  Le 
rayon  de  la  section  du  tube  et  la  distance  de  ce  point  au 
bord  de  cette  section  seront  toujours  très  petits  vis-à-vis  de  R. 
On  obtiendra  une  approximation  suffisante   en  assimilant  la 
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partie  voisine  du  tube  à  un  cylindre  et  lui  appliquant  les 
formules  des  tubes  cylindriques. 

127.  Considérons  un  tube  rectiligne  infiniment  délié.  Pour 
déterminer  la  vitesse,  nous  remplaçons  ce  tube  par  un  cou- 
rant rectiligne  indéfini.  La  vitesse  est  représentée  par  le  même 
vecteur  que  la  force  magnétique  :  elle  est  donc  en  raison 
inverse  delà  distance  du  point  considéré  à  l'axe  du  courant. 
En  un  point  infiniment  voisin  de  cette  droite,  la  vitesse  sera 
infiniment  grande.  Par  conséquent  la  force  vive  T  est  infinie. 

Le  potentiel  vecteur  (F,  G,  H)  est  défini  par  les  relations  : 


''=ft"' 


etc. 


Supposons  notre  tube  rectiligne  parallèle  h  l'axe  des  x. 

Dans  le  cas  actuel  ^  est  une  constante.  F  serait  le  poten- 
tiel  d'une  droite  indéfinie  éleclrisée  uniformément.  En  un 
point  infiniment  voisin  delà  droite,  ce  potentiel  est  de  l'ordre 
de  log  p,  si  p  est  la  distance  du  point  à,  la  droite. 

128.  Soit  maintenant  un  tube  circulaire  ou  le  courant  cir- 
culaire qui  le  remplace.  Dans  le  plan  normal  à  ce  cercle  au 
point  0,  je  prends  un  point  M  très  voisin  de  0.  Je  vais  cher- 
cher la  force  magnétique  et  le  potentiel  vecteur  engendrés 
au  point  M  par  le  courant  circulaire,  et  les  comparer  à  ceux 
qu'engendrerait  un  courant  rectihgne,  dirigé  suivant  la 
tangente  en  0,  et  ayant  même  intensité  que  le  courant  cir- 
culaire. 

Prenons  le  point  0  comme  origine  {/ig.  32),  la  tangente 
comme  axe  des  x,  le  diamètre  OC  comme  axe  des  y.  Le  point 
M  sera  dans  le  plan  des  yz. 
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Supposons  l'intensité  du  courant  égale  à  l'unité.  Soient  ds 
un  élément  de  courant,  dx  sa  projection  sur  Ox,  r  la  distance 
de  ds  au  point  M  : 

p        (  dx 

L'intégrale  doit  être  prise  de  — 
R  à  -}-  R,  R  étant  le  rayon  du 
cercle. 

Soient  PP'  =  ds,  et  P^P;  = 
dx  la  projection    de  PP'  sur  l'axe 
des  X  {fig.  33);  r,  la  distance  de 
^'    "'  PiPi'  à  M.  Le  polenliel  vecteur  dû 

au  courant  rectiligne  a  pour  expression  : 


''  =/f  ■ 


L'intégrale  devrait  être  prise  de  —  oo  à  -j-  co;  mais,  comme 
nous  ne  nous  proposons  que  d'é- 
tudier l'ordre  de  grandeur  de  F^, 
nous  pourrons  la  prendre  comme 
la  première  entre  les  limites  —  R 
et  +  R. 

En  effet,  les  éléments  situés   à 
distance  finie   de    M  donneraient 
dans  l'expression  de  F,  des  termes 
finis,  qui  sont  négligeables  vis-à- 
vis  des  termes  très  grands  donnés  par  les  éléments   voisins 
de  M. 


Kig.  33. 
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Il  en  résulte  que  nous  avons  le  droit  d'écrire 

1         1 
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.-,  =  /..  (i-i) 


Nous  pouvons  trouver  une  limite  supérieure  de  l'élément 
de  cette  intégrale.  Soient,  en  effet  : 

0,  2/q,  z„  les  coordonnées  de  M 
X,  y,   n  id.  de  P 

X,  o,   o  id.  de  P,. 

Dans  le  triangle  iMPP, 

MP  =  r        MP,  =  r,         PP<  =  y. 


Or  : 


est  plus  petit  que 


1  _  1 

r         r, 


Comme  r,  —  r  <  y,  on  a  enfin  : 


l         l 


et 


D'ailleurs 


,•"  =  MP-  =  a;2  +  (y  -  y,f  +  zl 

I  ydx / ydx 

I    r2    ~ 


,;^^  +  (y-2/o)-^4-^§ 
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d'où  ; 


Quand    le   poinl   P   se    rapproche    indéfiniment   de   o,   -~, 
tend  vers  une  limite    finie  2K,   Il  étant  le  rayon  du  cercle. 


ydx 
r- 

linies,  par  suite  la  dillérence  F  —  F^  est  finie. 


L'intégrale  /  "-^-  et  de  même  l'inlcgrale    /  ^^-7-  restent  donc 


129.  Ordre  de  grandeur  du  potentiel  vecteur.  — 

Puisque  la  difîérence  F,  —  F  est  finie,  nous  pouvons,  pour 
chercher  l'ordre  de  grandeur  du  potentiel  vecteur,  remplacer 
le  tube  circulaire  par  le  tube  rectiligne. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'un  tube  unique,  et  que 
le  tourbillon  soit  constant.  Le  tube  rectiligne  sera  un  cylindre 
à  section  circulaire.  Le  potentiel  vecteur  sera  égal  au  poten- 
tiel d'une  masse  attirante  distribuée  sur  le  cylindre,  et  dont 

la  densité  serait  égale  à  — -• 

En  un  point  extérieur  au  cylindre,  le  potentiel  est  le  même 
que  si  toute  la  masse  attirante  était  concentrée  sur  l'axe. 
Si  po  est  le  rayon  du  cylindre,  tout  se  passera  en  un  point 
extérieur,  c'est-à-dire  en  un  point  dont  la  distance  à  l'axe  p 
est  plus  grande  que  p^,  comme  s'il  existait  sur  l'axe  une 
matière  attirante  de  densité  : 


Tr-2    ---  —    -t^", 
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et  le  potentiel  en  ce  point  sera  : 


(3)  /Cpglogp      (p>Po). 


Pour  un  point  intérieur  au  cylindre,  c'est-à-dire  pour 
p  <  Cq,  le  potentiel  s'obtient  en  décomposant  le  cylindre  en 
deux  parties  par  une  surface  cylindrique  ayant  même  axe  que 
lui  et  passant  par  le  point  considéré.  La  couche  annulaire 
n'a  aucune  action  sur  le  point  :  l'autre  partie  a  même  action 
que  si  toute  la  masse  était  concentrée  sur  son  axe. 

Par  conséquent  l'attraction  est  égale  à  : 


—  ^  pour 

p 

?>  fo 

-^fo 

?  ^^  fo 

-^P 

p  <  Po- 

Le  potentiel  aura  donc  pour  expression  : 


w  - 1  +  ^' 


les  deux   formules  '3;  et  i4i  devant  concorder  pour  p  =  o^. 
Cette  condition  détermine  la  constante  C  : 


-^-\~C  =  -tzl\ogç, 


C  =  Cp§(|-logpo)' 


Supposons  le  moment  du  tube  Iz^  fini.  Si  Cy  est  très  petit, 
G,  et  par  conséquent,  le  potentiel  vecteur  sera  de  l'ordre  de 
grandeur  de  log  Pq. 

130.  Ordre  de  grandeur  de  la  force  vive.  —  Soii-nl  P 
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le  potentiel  vecteur,  a  le  tourbillon,  qui  sont  perpendiculaires 
au  méridien.  La  force  vive  a  pour  expression  : 

I  =  jaVdT  =  IcPçidoidc^, 

ou  en  intégrant  par  rapport  à  cp  : 

I  =  2?:  CcPpdoi. 

Or  f  cdoi  est  fini;  c'est  le  moment  du  tube  que  nous  regar- 
dons comme  fini,  par  hypothèse.  P  est  de  l'ordre  de  log  po- 
La  force  vive  sera  aussi  de  cet  ordre,  et  par  conséquent  très 
grande.  Quant  à  la  vitesse,  elle  est  du  même  ordre  de  gran- 
deur que  l'attraction  de  notre  cylindre  considéré  plus  haut  et 

par  conséquent  que  — • 

131.  Vitesse  du  mouvement.  —  Posons  : 

(5)  A  =  \\ç^2dià  =  MR2zo 
en  prenant  : 

(6)  iMR2  =  fffpVo)  =  const. 

Zq  sera  l'ordonnée  d'un  point  situé  à  l'intérieur  de  la  sec- 
tion méridienne  du  tube.  Soient  en  eflet  ^,  et  z^  les  ordon- 
nées extrêmes  de  celte  section. 

Je  dis  que  : 

Z^>Z^>      Z.y 

En  effet  : 

r<jf>V,rf(D  =  z^  i  ç>^<sdiû  =  i^,MR.2. 
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D'autre  part  : 


ou  : 
et: 


On  démontrerait  de  la  même  manière  que  : 
Difllerentions  A  par  rapport  à  t,  il  vient  : 

car  adiù,  qui  représente  le  moment  du  tube,  est  une  constante. 
D'autre  part,  de  l'équation  (3)  [125]  nous  tirons  : 


j.p^f  c/co^japzg 


T 


Par  conséquent 


(')    t='^^''-Ê-'hP-+l- 


De  l'équation  (1)  on  déduit,  en  remarquant  que  Zq  est  une 
constante  : 


(«) 


^=/'?f  ^^«^ 
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et  en  additionnant  (7)  et  (8)  : 


(9)       MR'f  =  3  r,p|(.- -.-,!,/.  +  £. 


/ 


Le   premier  terme  du  second  membre  est  fini.    En  effet, 
aclto  est  fini  de  même  que  p  ;  ^  est  la   composante  de  la 


vitesse    suivant   le   rayon    vecteur;    c'est   une   quantité  très 

1 

grande,  du  même  ordre  que  -;  z  —  5^^  est  plus  petit  que  le 

diamètre  t  de   la  section  du  tube;  donc  -^  (z  —  Zn)  est  fini. 

fil  ^  "■ 

On  pourra  donc  négliger  le  premier  terme  devant  le  second 
et  se  borner  à  écrire  : 


«'j.        T  1 


">^ 


dt        47r  '  ~  MR2 

Il  résulte  de  cette  équation  que  : 

dz 

1°  La  vitesse  -jr  est  très  grande,  du  même  ordre  de  gran- 
deur que  la  force  vive  T; 

2°  Elle  est  sensiblement  conslante  puisque  T  est  constant; 
le  premier  terme  est  variable,  il  est  vrai;  mais  nous  avons 
montré  qu'il  est  négligeable  vis-à-vis  de  T. 

Le  tube  tourbillonnaire  se  déplacera  donc  avec  une  vitesse 
très  grande,  parallèle  à  Oz. 

132.  Ordre  de  grandeur  de  la  vitesse.  —  Démons- 
tration directe.  —  La  vitesse  (m,  v,  ic]  est  représentée,  comme 
nous  le  savons,  par  le  même  vecteur  que  la  force  magnétique. 
Soient  AB  =  ds  un  élément  de  courant  {/îg.  34);  P,  un  pôle 
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loi 


magnétique  égal  à  l'unité.  La  force  que  Télément  AB  exerce 
sur  ce  pùle  est  perpendiculaire  au  plan  PAB  et  a  pour  expres- 
sion : 

AB'  X  i 


AB'  étant  la  projection  de  AB   sur  une 
perpendiculaire  PA  ;    i,    l'intensité   du  Fii.'.  3;. 

courant,  et  r  la  distance  AP. 
En  valeur  absolue  : 


AB'  X  i       ids 

r, —  <— r- 

r-  r- 


Décomposons  notre  tube  tourbillonnaire  en  éléments  de 
volume  et  remplaçons  cbacun  d'eux  par  un  élément  de  cou- 
rant. Si  (ï  est  l'intensité  du  tourbillon,  nous  devrons  donner 

au  courant  une  mtensite --3—  ,43 \  et  par  conséquent 


ids 


adsdix 

9-r 


id-z 


dixi  étant  l'élément  de  section,  cl  dz  l'élément  de  volume  du 
tube. 

La  vitesse  aura  donc  pour  limite  supérieure  : 


ach_ 


Décomposons  le  tube  en  éléments  de  la  manière  suivante  : 
Du  point  F  comme   centre,  décrivons  des  sphères  concen- 
triques :  ces  sphères  découperont  dans  le  tube  des  tranches 
ayant  la  forme  de  calottes  sphériques.  Considérons  en  parti- 
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culier  une  de  ces  tranches,  limitées  par  les  sphères  de  rayon  r 
et  r  +  c^^>  et  l'intégrale 

/     ^.2 


étendue  à  tout  le  volume  de  cette  tranche.  Soit  (s^  la  plus 
grande  valeur  que  prenne  <j  dans  la  tranche;  tous  les  élé- 
ments de  l'intégrale  ayant  même  signe  : 


/50?T     ^     /  «^ 


d-z 


r  peut  être  regardé  comme  constant  pour  toute  l'épaisseur 
de  la  tranche.  Ce  qui  permet  d'écrire  : 


<sd-: 


<  %I'- 


Or  /  c?T  est  le  volume  de  la  tranche,  qui  en  appelant  X  la 
section  de  cette  tranche  est  égal  à  "kdr.  Par  suite  : 


(■ 


<sdr       a^ldr 

72"  <—;j-" 


Soit  maintenant  doi  un  élément  de  la  section  du  tube,  et 
considérons  le  tube  élémentaire  engendré  par  la  révolution 
autour  de  l'axe  de  cet  élément  dio,  dl  sera  la  section  faite 
dans  ce  tube  par  la  sphère  de  rayon  r. 

Je  vais  partager  ces  sphères  en  deux  groupes  :  1°  celles 
dont  le  rayon  est  plus  petit  qu'une  certaine  limite  supérieure 
au   plus  grand  diamètre  e  de  la  section   du   tube  total.  Par 
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exemple  :  je  prendrai  pour  celte  limite  2e;  2°  celles  dont  le 
rayon  est  supérieur  à  2e. 

La  limite  supérieure  de  la  vitesse  devient  alors  : 

,2t 


Dans  la   première  intégrale,    A  est  évidemment  plus  petit 
que  47;/'-,  surface  entière  de  la  sphère.  Donc  ; 


uu  : 


2e 

-72- 


<C  87:3^6. 


Gomme  toujours,   nous  supposons  le  moment  du  tube  de 
grandeur  fmie  ;  (ï,Q  est  fini.   5,  est  donc  du  même  ordre  de 

grandeur  que  -•>  c'esl-à-diro  que  -  et  a.e  sera  de  l'ordre  de  -• 
S.2  e-  e 

Dans  la  seconde  intégrale  : 

ô  étant  l'angle  sous  lequel  la  sphère  coupe  le 
tube  [fig.  35)  ;  0  est  toujours  supe'rieur  à  une       | 
certaine  limite  O^,  difterente    de  0.  En    efTet,  Fi?  35 

aucune  sphère  du  second  groupe  ne  peut  deve- 
nir tangente  au  tube;  le  contact  aurait  lieu  dans  la  section 
méridienne,  et  le  rayon  de  la  sphère  serait  inférieur  à  e. 
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Par  suite  : 


et 


dX  <  -^- 
sin  0„ 


o 
Pin  0„ 


le  premier  facteur    .  '      est  tîni  ;  le  second, 
^  sm  ô„ 


/? 


a 
dr        1         1 


L'intégrale  est  encore  de  l'ordre  de  grandeur  de  -• 

Les  deux  termes  de  l'expression  (10)  sont  donc  du  même 

1 

ordre  que  -?  et  la  vitesse  est  elle-même  dun  ordre  de  grandeur 

au  plus  égal  à  celui  de  -• 


CHAPITRE   VIII 


CONDITIONS  DE  STABILITÉ  DU  MOUVEMENT 
PERMANENT 


133.  Mouvement  permanent.  —  Supposons  que  le 
liquide  soit  indéfini  et  les  tubes  tourbiUonnaires  parallèles 
à  Oz.  Le  mouvement  sera  évidemment  permanent  si  les  Ç 
sont  fonctions  seulement  de  la  distance  p  z=  \  jc^  -]-  y-. 

Autour  de  0^,  il  y  aura  une  série  de  couches  concentriques 
à  l'intérieur  desquelles  le  tourbillon  aura  une  valeur  cons- 
tante. 

Soit  M  un  point  quelconque  {/ig.  36); 
la  vitesse  de  ce  point  sera  dirigée  per- 
pendiculairement au  rayon  vecteur  OM, 
mené  de  l'origine  à  ce  point.  Au  bout 
du  temps  dt  le  point  M  sera  venu  en  M^, 
situé  à  la  même  distance  de  0.  M  décrit 
donc  une  circonférence  de  centre  0. 
Soient  ^  la    valeur    du    tourbillon    au 

point  M,  à   l'instant  t;  ^',  sa  valeur  en  M,  au  temps  ^  -|-  dt; 
Kfy  sa  valeur  en  M  au  temps  dt. 


Fis.  36. 
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Je  dis  que  : 

En  effet,  la  molécule,  qui  au  temps  f/ se  trouvait  en  M,  vient 
au  temps  t  -\-  dt  en  M^,  sur  le  même  tube.  Or  puur  un  même 
tube  Ç  =  const. 

De  même  : 

C,  =  C. 

En  effet,  au  temps  t,  les  deux  points  M  et  M^  sont  sur  une 
même  circonférence  de  centre  0,  et  par  hypothèse  Ç  ne 
dépend  que  de  la  distance  au  point  0. 

L'intensité  du  tourbillon  en  M,  est  donc  constante.  Comme 
M,  est  un  point  quelconque,  il  en  est  de  même  en  tout  autre 
point,  et  le  mouvement  est  permanent. 

134.  Stabilité  du  mouvement.  —  Ce  mouvement  per- 
manent est-il  stable? 

Autrement  dit,  si  une  cause  quelconque  vient  à  déformer 
infiniment  peu  ces  couches  concentriques,  cette  déformation 
ira-t-elle  en  s'exagérant,  ou  bien  le  liquide  tiendra-t-il  à 
reprendre  son  état  de  mouvement  primitif? 

Pour  décider  de  cette  question,  il  nous  faut  étudier  les 
variations  de  la  vitesse  {u,v)  dans  ces  transformations. 

Nous  avons  trouvé  d'une  manière  générale  [94]  : 


en  posant 


dy  dx 


^  =  —  /—— logp. 
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Si  nous  passons  aux  coordonnées  polaires,  en  posant  : 

X  =  r  cos  cp 
y  =z  r  sin  cp, 

les  composantes  de  la  vitesse  deviennent  : 


dd^       d'b 


rdv 


135.  Cas  particulier.  -  Supposons  qu'il  existe  un  seul 
tube  cylindrique  dont  la  section  droite  soit  un  cercle,  et  qu'à 
rinlérieur  de  ce  cercle  Ç  soit  constant.  La  vitesse  en  un  point 
quelconque  sera  b'  à  l'intérieur  du  cylindre,  et  — ^'^  à  l'exté- 
rieur, en  appelant  r^  le  rayon  de  la  section  droite. 

D'ailleurs  : 

'1  =:  Irl  log  r. 

Supposons  que  le  cylindre  subisse  une  petite  déformation, 
le  point  M,  par  exemple,  vient  en 
M,,  et  le  rayon  vecteur  O.Vl  =  * 
devient  une  fonction  du  temps  t 
et  de  l'angle  cp  qu'il  fait  avec  un 
certain  diamètre  origine  O.X^ 
(fig.  37). 

Au   bout  du   temps  d/.  le  point 
M,  sera  venu  en  M,',  et  ses  coor-  pj^  37 

données    polaires  o  et   s    auront 
subi  des  accroissements  de  : 

c/»  d-b 

d-^  = -fdt  =  -^dt, 


dt 


rdr 
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et 

ds  = }-dt. 

D'autre  part,  comme  5  est  fonction  de  »  et  de  ^ 

,         ds   .      ,    ds  , 
as  :=  -rdo  +  —rdt; 
acp    '        dt 

d'oLi,  en  remplaçant  6^5  et  (/:p  par  leurs  valeurs  et  résolvant  par 

.  ,  ds 
rapport  a  — 

ds  _cA|/         d'\i  ds 

^     '  dt  rd^       rdr  c^cp 

Développons  .s  suivant  les  mulliples  de  s  d'après  la  for- 
mule de  Fourier  : 

(12)         i"  =^  >•,,  -\-  N  a„C()5?ja/  -)-  7  è„sinn^. 

La  surface  totale  du  tube  ne  doit  pas  avoir  varié;  donc  le 
terme  constant  est  égal  à  >•„  aux  infiniment  petits  du  second 
ordre  près  ;  a„  et  ft„  sont  des  fonctions  de  t,  indépendantes 
de  Ci  et  très  petites,  puisque  nous  avons  supposé  les  transfor- 
mations très  petites.  La  fonction  .}/  est,  à  une  constante  près,  le 
potentiel  d'une   matière  attirante   qui  serait   répandue  dans 

tout  le  cylindre  qui  forme  le  tube,  avec  une  densité  —  •  Pour 

simplifier  l'écriture,  dans  ce   qui  va  suivre,  nous  sui)posons 
C  =  1. 

Le  potentiel  •}  peut  être  considéré  comme  formé  de  deux 
parties  :  l'une,  lo,  due  au  cylindre  non  déformé  ;  l'autre,  o'|, 
des  parties  déformées  (ombrées  sur  la  figure  38).  L'épaisseur 
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de  ces  portions  déformées  elanl  1res  faible,  le  l'Olenticl  aura 
même  valeur  si,  au  limi  de  leur  allrihuer  une  densité  cubique 
constante,  on  leur  donne  une  densité  superdcielle  pro[)orti"in- 
nelli'  à  leur  é|)aisseur  i-  —  ?\,. 

Cette  densité  superlicielle  sera  — 3^ — - 


>  (In  cos  ?î-ii  -|-  \  fj„  sin  n(ù 


Le  potentiel  o'b  sera  donc  une  fonction  de  r  et  de  o,  et  nous 
pourrons  écrire  : 

0'}  =  /jt',»  cos  >i'^  -\-    y  du  sin  n-jj. 

Pour  un  point  extérieur  aux  couches  agissantes,  oii  vérifie 
réqualion  de  Laplace  : 

A  (o'})  =  o. 
Par  conséquent  : 

A  (c,i  cos  }i%)  =  0 
A  [dn  sin  nzf)  =  o 

Cn  et  d„  étant  des  fonctions  de  r  seulement, 

Cf,  —  C,{  /      — j-  c,,  ? 

dn  =  d,:  r"  4-  d:[  /-". 

'^'/n  c!i,  d^,  d',i  sont  des  constantes. 

Comme  S}  ne  doit  pas  devenir  infini  en  même  temps  que  r, 
il  faut  que  : 

^«  =  d;,  =  0. 

Pour  un  point  intérieur,  la  fonction  est  difïérenle  ;   il  faut 
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qu'elle  reste  finie  pour  r  =  r^;  donc  à  l'intérieur  : 

c"  =  d'  =  o 

Il  en  résulte  que,  pour  un  point  extérieur,  nous  devrons 
poser  : 

(14)  l']^  =  ^(/n  (-fj  CCS  n^  4-  y^h,  (^fj  sin  n» 
et  pour  un  point  intérieur  : 

(15)  o'j;  =  y^g;,,  (^-J'  cos»cp  +  ^h!,  (^y  sin  m. 

Le  potentiel  reste  continu  i|uand  on  traverse  la  surface 
attirante;  les  deux  formules  (14)  et  (15)  doivent  donc  donner 
la  même  valeur  pourr  =-z  r^;  ce  (|ui  exige  que  : 

g',   =  Un  f>n   --  h„. 

Mais  la  force,  quand  on  tVancliit  la  surface,  éprouve  une 
variation  brusque  égale  au  produit  de  la  densité  par  4::.  Cette 
force  a  pour  expression  : 

1°  En  un  point  extérieur  : 

(^^>   ^  =  S~  "  (t^)"  r  ^^"  '^''  '' '  +  ^'"  ''"  '"^  ' 
2°  En  un  point  intérieur  : 

(i'7)    ^  =  S"  (^)    ;  [Un  cos  /icp  +  K  sin  «cp), 

Pour  r=  /-Q  la  difl'érence  de  ces  deux  expressions  doit  être 
égale  à  4,t  multiplié  par  l'expression  (13)  de  la  densité. 
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D'où  la  relation  : 


—  2  N   —  (</„  cos  n(^-\-h„fi\nn:f)  —  2  V  (a„  cos no.-}- 6„  sin  «<fj. 
En  identifiant  les  coefficients  de  cos  n^  et  de  sin  n^,  il  vient  : 


Si  nous  substituons  ces   valeurs  dans  l'expression   de  o'}, 
nous  obtiendrons  pour  le  potentiel  : 
1°  En  un  point  extérieur  : 

(18:  .^  =  .J/,-f  S.}  =  .|,— ^!j1?  {«„cosncp  +  ^,sinn!p;Y^y'; 

2"  En  un  itoint  intérieur: 

(19)    ■}  =  ■},  -^  '^  la,  cos  «:p  4-  b„  sin  yr^)  (-Ç^Y*. 

(en  rétablissant  le  facteur  ^  que  nous  avions  supprimé). 

Pour  /■  =1  /\,,  les  deux  formules  se  confondent  et  donnent 
toutes  les  deux  'en  supposant  de  nouveau  Ç  =  1)  : 

'r'  =  'Ici  —  \j~  '/^«  '^'^^  ^^?  H"  ^«  ^^"^  '^?) 

<le  plus,  l'équation  (11 1  doit  être  vérifiée. 
Or  pour  /•  =  i-Q  on  a  : 

-y-  =   V''o  ('^i  sin  ^?  —  6„  cos  n<ij 


d'h 


—r-  =  /  ,(rt/j  sin  n<s  —  b,  cos  nz>) 


ds 


-7;  =  ''0  Tj  ^  —  "^^  ^'"  ^'^  ~^~  '^^'^  ^^^  ^*)- 

THhOIiIE    DES    TOLRUILLO.NS.  H 
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-r- est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre;  comme   nous 

négligeons  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  il  nous  suf- 

cls 
fira  de  prendre,  dans  le  coefficient  de  —  les  quantités  finies. 

A  ce  degré  d'approximation,  ce  coefficient  se  réduit  à  : 


r^d7\, 


=  i. 


Remplaçons  dans  l'équation  (11'  : 

-7-  =:  —  >  \a,i%\nirù — è„cosH'i)  — •%  ( — aa,i?\nn-a-{-nb,^co^n'Sf) 

=  2j-^^^-^'^'t-f^s.n,^cp. 

En  identifiant,  nous  obtenons  les  conditions  : 

—  =  (l-n;i„. 
(20) 

Ces  équations  admettent  comme  intégrales  : 

a,i  =  A  sin (1  —  ni  /  +  B 

(21)  ^  ,     -r 

Ij„  =  Acos(l  —  u)t  ^B 

Ces  expressions  montrent  que,  si  a„  et  b„  sont  petits  au 
temps  ?  =  0,  ils  resteront  toujours  très  petits.  Le  mouvement 
est  donc  stable. 

136.  Déformations  particulières.  —  Soit  une  déforma- 
tion telle  que  tous  les  coefficients  soient  nuls  au  début, 
saufa„el6„  :   tous  les   autres  resteront  constamment    nuls. 
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La  courbe  déformée  aura  comme  équation  : 

(22)  s  =  /'y  -|-  a,t  cos  «3,  -j-  fj„  sin  )iv. 

Le  rayon  vecteur  présente  dune  ii  maxima  et  /-  niiniina,  et 
la  courbe,  une  série  de  festons  (/?V/.  38). 

Quand  t  varie,  la  courbe  conserve  la  même  forme,  seulement 
elle  semble  tourner  autour  de  0:;  avec 
une  vitesse  égale  à  (1  —  n)  Ç.  xCT^''^'^^ 

Si   la  courbe    était   plus    complexe,  vA 

c'est-à-dire  s'il  y  avait  pUi<  de  deux  ,.  1) 

coefficients  différents  de  0,  on  pourrait         \  :''/ 

la  décomposer  en  courbes  simples  cor-  "--  . --' 

respondant  chacune  à  une   valeur  de  h  ''  ■* 

et  qui  chacune  tournerait  autour  de  0-  avec  sa  vitesse  parti- 
culière. 

137,  Supposons  n  =  1,  il  vient  : 

5  :=  r^  -|-  a^  cos  ^  -f-  *^,  sin  ^. 

Cette  équation,  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près, 
représente  un  cercle  dont  le  centre  aurait  pour  coordonnées 
a^  et  b^.  Dans  ce  cas,  1  —  n  est  égal  à  0,  donc  . 

da,  dh. 

^  =  ^  -dï  =  ^- 

Le  centre  du  cercle  (a,,  b^)  est  donc  fixe. 
Soit  n  =  2. 

s  =  /'^  -(-  «2  cos2a>  -|-  />o  sin  2». 

Aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près,  cette  équation 
est  celle  d'une  ellipse  ayant  son  centre    à  l'origine  et  dont 
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l'excentricité  est  très  faible  ;  d'autre  part  1  —  n=  1.  Donc  : 

«2  =  A  sin  t  -|-  B 
èj  =  A  ces  l  -f-  B 

l'ellipse  paraîtra  tourner  d'un  mouvement  uniforme, 

138.  Ce  théorème  est  encore  vrai  dans  le  cas  d'une  ellipse 
quelconque.  Soit  en  effet  C  la  valeur,  supposée  constante,  du 
tourbillon  à  l'intérieur  de  l'ellipse. 

Reprenons  les  coordonnées  rectangulaires,  en  choisissant 
pour  axes  les  axes  de  l'ellipse  ù  un  instant  déterminé. 

Les  composantes  de  la  vitesse  sont  : 

_  _d^  ,    _  # 

dy  dx 

ce  seraient  les  composantes  de  l'attraction  exercée   par  une 
matière  attirante  remplissant  le  cylindre  et  possédant  une  den- 
sité C/^TT  constante.  Or  nous  pouvons  considérer  un  cylindre 
elliptique  comme  un  ellipsoïde  dont  un  axe  serait  infini. 
Soit  un  ellipsoïde  homogène  : 

Son  attraction  sur  un  point  intérieur  a  pour  composantes  : 

Aa;,         By,         Cs", 

A,  B,  C  étant  des  constantes. 

L'équation  du  cylindre  se  réduit  à  : 

ax^--^hif^--^V. 


Donc  : 


dx 
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Au   bout  du    temps  dt,  le  point  intérieur   conside'ré    aura 
subi  un  déplacement  dunl  les  composantes  sont  : 

ndt  = -L  clf  =  —  B>/d( 

dij 

vdt  = r^  dt  =  Axdt. 

dx 

Je  puis  toujours  déterminer  deux  nombres  a  et  fi,  tels  que  : 

A  ^  a  -{-  ?•« 
B  =  a  -f-  66 

tant  que  «  ^^  6  et  A  7^  B. 

Le  déplacement  se  décompose  alors  en  deux  autres  ayant 
respectivement  pour  composantes  : 

-, ,     (  —  {''^ydt  =  dx  (   —  ^ydt  =  dx 

iV  (2) 

(  ^axdl  =  dî/  f  xxdt  ■—  dy. 

Le  déplacement  (1)  n'altère  pas  la  forme  de  l'ellipse.  En 
effet,  différentions  l'équation  de  l'ellipse  : 

'laxdx  +  "^hydy  =  —  2ax^bydi  -f-  Vjij^axdl  =  o. 

Le  déplacement  (2)  représente  une  rotation  autour  de  Oz. 
Au  bout  du  temps  dt  et,  par  conséquent,  au  bout  d'un  temps 
quelconque  l'ellipse  a  tourné  sans  déformation. 

139.  Tubes  tourbillonnaires  concentriques.  —  Con- 
sidérons un  tube  tourbillonnaire  limité  par  deux  surfaces 
cylindriques  C  et  C,  de  révolution  autour  de  Oz  {flg.  39). 
Nous  admettons  qu'à  l'intérieur  du  cylindre  C,  de  rayon  r^,  le 
tourbillon  a  une  valeur  constante  X,  -^  XJ  \  entre  les  deux 
cylindres,  une  autre  valeur  constante  C  ;  enfin  à  l'extérieur 
du  cylindre  C,  dont  le  rayon  estr^,  le  tourbillon  est  nul. 
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L'effet  (le  ces  deux  tubes  concentriques  sera  égal  à  la  somme 
des  effets  de  deux  tubes,  dont  l'un  aurait 
un  rayon  r^  avec  une  valeur  du  tourbillon 
égale  à  Ç,  et  l'autre  un  rayon  >'o  avec  un 
tourbillon  X,'. 

Chacun  de  ces  tubes  donnerait  lieu  à 
un  mouvement  permanent  [133]  ;  si  on 
superpose  leurs  effets,  le  mouvement  sera 
encore  permanent. 


Fig.  39. 


140.  Conditions  de  stabilité.  —  Ce  mouvement  sera-t-il 
stable? 

Pour  nous  en  rendre  compte,  nous  allons  procéder  par  une 
méthode  analogue  à  celle  que  nous  avons  précédemment 
employée. 

Soit  tj/Q  la  valeur  de  <]/  :  'Lq  ne  dépend  que  de  >■,  la  vitesse 

est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  et  égale  à  -p*' 

Si  r  <  >'„,  le  point  est  intérieur  aux  deux  cylindres,  donc  : 

dr         '      '     ■ 


Si  )\  <  r  <r^,  le  point  est  extérieur  au  premier  cylindre 
C  et  intérieur  au  second  C,  et  : 


d' 


dr 


Entln,  si  r  >  r^,  le  point  est  extérieur  aux  deux  cylindres, 


et 


^0  ^  îiii  ,  o^. 

dr  r  r 
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Pour  /•  =  /'o  et  r  =  »'^  ces  formules  deviennent  : 


iL  =  (r  +  y')  r, 

0 


dr 

dK 


^  =  ^-f  Cr;. 


r' 
En  posant—  =  e,  il  vient  : 

Imprimons  à  C  et  à  G'  une  petite  déformation,  de  telle  sorte 
que  leurs  rayons  vecteurs  deviennent  respectivement  : 

s  =  /'o  -}-  ^  rt,i  cos  wi>  +  b„  sin  wcp 
,s  =  >•,;  -f-  y  rt,;  cos  nij  -\-  b,[  sin  ncp. 

Pour  un  tube  seul,  nous  avons  trouvé  comme  valeur  de  i, 
après  la  déformation  : 

•i  =  ■].„—  y  '-^  (a„  cos  nce  +  h„  sin  ^cp)  (  -        ' 

en  convenant  de    donner  à  /z  un  signe  tel  que   ce  facteur 
(  -  I       soit  toujours  <  1. 
Pour  les  deux  tubes,  nous  aurons  : 

•i  =.];(,  —  ^  '-^  (a„  cos  n«  +  6„  sin  «cp)  (^- j 
—  y  '-^  [<  cos  wï  +  ^'^  sin  ncp)  (  — 


0^ 
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Ecrivons,  pour  chacun  des  tubes,  l'équation  différentielle 
(11),  il  vient  : 

ds  d'I  ds 

T,  = 5 —  ^  +■  ^  i  :7 

dl  r^ttcp  a(f 

dt  ~       r'^d<^       ■       ^  ^  ^  rfcp 

Développons  les  termes  et  identifions  les  coefficients  de 
cos  wcp  et  de  sin  n-^  pour  r  =  r^  et  r  =  r^.  Nous  trouve- 
rons ainsi  les  équations  (en  supprimant  les  indices  n  deve- 
nus inutiles)  : 


^^=-aK~-  «Te"-^  +  na  (Ç  +  C) 
^  =  -  a^e'^  +  ^  -  aT  +  ^'«  (U^  +  Q. 


(t3) 


Nous  obtenons  ainsi  quatre  équations  diflerentielles 
linéaires,  à  coefficients  constants,  pour  déterminer  les  quatre 
inconnues  a,  J,  a,  h' .  Les  intégrales  de  ces  équations  se 
ramènent  à  des  sommes  d'exponentielles,  de  la  forme  e*'. 

Si  a  est  réel  et  positif,  cette  exponentielle  croît  indéfiniment 
avec  le  temps,  et  le  mouvement  est  instable,  puisque  la  défor- 
mation ira  en  s'accentuant. 

Si  les  exponentielles  sont  de  la  forme  e-*',  a  étant  réel  et 
positif,  la  déformation  tendrait  vers  0,  et  on  pourrait  croire 
que  le  mouvement  est  alors  stable.  Il  n'en  est  rien  cependant, 
car,  l'équation  caractéristique  ayant  ses  racines  égales  et  de 
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signe  conlraire,  nous  ne  pourrons  avoir  d'exponentielle?  e" 
sans  avoir  en  même  temps  d'exponentielles  e+*'. 

Par  conséquent,  il  y  aura  instabilité  toutes  le^  l'ois  que 
l'équation  caractéristique  a  une  racine  réelle. 

Si  les  racines  sont  complexes,  de  la  forme  %  -f- V —  1?. 
les  exponentielles  seront  de  la  forme  : 


Q<x^\l--\'^t  —  gxt  (cos  ^(  -{-  \l—  1  sin  U), 

et  il  y  en  aura  encore  au  moins  une  dont  le  module  croîtra 
indéfiniment.  Le  mouvement  sera  encore  instable. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  stabi- 
lité est  donc  que  toutes  les  racines  de  l'équation  caractéris- 
tique soient  de  la  forme  : 

7.   V 1 

a  étant  réel.  Les  intégrales  sont  alors  une  somme  de  termes 
tels  que  : 

gv'-(a<  —  co^xt  -\-  \l —  1  sin  «<, 

qui  restent  finis. 

Nous  avons  donc  à  chercher  les  conditions  pour  qu'il  en  soit 
ainsi. 

Posons  pour  abréger  : 

a  =  ^  —  «  (!:  +  Q 
3  =  Ci"-' 
Y  =  ^s"  +  ' 
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Les  équations  (23)  deviennent  : 

da         ,    . 


dt  -  '•'"^  ... 

di  -  ^!^  -^  ''^ 

(24) 

db 

_  =  _  art  —  fjrt 

db-                        ^   , 

Posons  encore  : 

"ka  -\-  l'a'  =  X 

Ab  -j-  l'b'  =z  y, 

A    et  X'  étant  deux  nombres  que  nous  nous  réservons   de 
déterminer  convenablement. 

Multiplions  les  deux  premières  équations  (24)  par  X  et  X'  et 
ajoutons-les,    il  vient  : 


f  =  M^a  -K  X'y)  -h  b'  (Xp  +  X'S). 


Je  choisis  maintenant  X  et  X'  de  façon  que  le  second  membre 
se  réduise  à  Sy. 

X  et  X'  seront  donnés  par  les  équations  : 

Xa  +  X'v  =  SX 
X^  -f-  X'§  =  SX'. 

Si  on  a  trouvé  X  et  X'  satisfaisant  à  ces  conditions  : 


dx       ^ 
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En  opérant  de  m^-me  sur  les  deux  dernières  équations  du 
système  (24),  on  trouverait  : 

^  -  —  Sr 
cft  ~ 

Nous  obtiendrons  la  valeur  de  S  en  écrivant  que   le  déter- 
minant des  équations  homogènes  en  X  et  en  À  est  nul. 
S  sera  donc  une  racine  de  l'équation  : 


(23j 


—  S  Y 

S  0  —  S 


=  0. 


Cette  équation  est   du   second    degré  ;   soient  S  et  S,   ses 
racines  : 

À,  X'.  X,  y        les  valeurs  correspondantes  à  S 
^n  ^'o  ^P  Vk  ''  ''  ^1- 

Nous  aurons  : 

l^a  -|-  l[a  =  a:, 


dx. 


dl     -  ^'     '• 


L'intégrale  générale  de  nos  équations  sera  alors  : 

X  =  k  sin  (S<  +  B) 

y  =  A  cos  (S^  +  B) 

x^  z=  A,  sin(S,^  -f  B) 

y^  =  A,cosfS,/-f  B). 

Si  S  est  réel,  le  sinus  et  le  cosinus  restent  finis,  et  il  y  a 
stabilité. 
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Si  S  est  imaginaire,  S  =  s  -[~  V^ —  i^^, 

sin  et  =  e'"  {cos  st  -j-  y —  1  sin  si). 

Le  module  croît  indéfiniment  avec  i;  le  mouvement  est  donc 
instable. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  mouve- 
ment soit  stable  est  donc  que  les  racines  S  soient  réelles. 

Développons  l'équation  en  S  : 

S2  —  S  (x  -f-  8)  +  a5  —  py  =  o. 

Les  racines  seront  réelles  si  : 

(oc  4-5)2  —  4  (aS  —  fiy)  >  0 
ou 

(a  +  S)2  +  48y  >  o. 

Remplaçons  a,  f,,  y,  8  par  leurs  valeurs  : 

[l  -  n  (Ç  +  t)  -K'  +  n  (Çe^  +  (;')]2  ^  4^ç'£2«  >  q. 

Cette  inégalité  doit  être  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  n. 

Remarquons  d'abord  que,  si  les  tourbillons  C  et  Ç'  sont  de 
même  signe,  cette  inégalité  a  toujours  lieu.  Dans  ce  cas,  le 
mouvement  est  toujours  stable. 

141.  Nous  ne  ferons  pas  la  discussion  complète  de  l'iné- 
galité. Nous  considérerons  seulement  le  cas  particulier  où  . 

Ce2  +  C  =  0. 

Cette  condition  exprime  que  la  vitesse  (^e^  -f  C)  ~r'  en  un 
point  extérieur  à  C,  est  nulle  avant  la  déformation.  Choisis- 
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sons  les  unités  de  manière  que  !;  =  1  ;  alors  C'  =  —  £".  Le 
mouvement  sera  stable  si  l'inégalité  énoncée  est  vérifiée  pour 
toutes  les  valeurs  de  n.  En  écrivant  qu'elle  est  vraie  pour 
rj  =  2,  nous  aurons  une  condition  nécessaire  de  la  stabilité  : 

;i  _  9  il    _  e2-;   _|_  ^2 '2  _   .4^6    >    o 

OU 

(1    —£3)2    (1    —Az^)    >    0. 

Le  premier  facteur  étant  essentiellement  positif,  il  faut 
que  : 

1  -  4.2  >  o, 

ou  comme  e  est  positif 

1 

Par  suite,  si  le  rayon  du  cylindre  intérieur  C  est  plus  grand 
que  la  moitié  du  rayon  du  cylindre  extérieur  C,  il  ne  pourra 
y  avoir  stabilité. 

142.  Explication  d'un  fait  expérimentaL  —  Imagi- 
nons que,  dans  un  liquide,  il  existe  deux  courants  de  sens 
contraires  ou  seulement  de  vitesses  différentes.  Les  deux 
masses  liquides  animées  de  vitesses  différentes  frotteront 
l'une  contre  l'autre,  et  il  naîtra  à  la  surface  de  séparation  de 
petits  tourbillons.  Ordinairement  on  se  contente  de  dire,  pour 
expliquer  la  production  de  ces  tourbillons,  qu'ils  sont  dus  au 
frottement  des  deux  veines  liquides.  Cette  explication  n'est 
pas  suffisante.  En  effet,  à  l'origine  nous  avons  deux  masses 
liquides,  animées  de  vitesses  différentes,  que,  pour  plus  de 
simplicité,  nous  considérerons  comme  constantes  en  grandeur 
et  en  direction.  Cet  état  ne  peut  subsister  à  cause  des  frotte- 
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ments  dus  à  la  viscosité  du  liquide.  Mais  il  semble  d'abord 
qu'il  devrait  se  produire  une  couche  de  passage  dans  laquelle 
la  vitesse  varierait  graduellement,  et  dans  laquelle  les  tour- 
billons seraient  répartis  uniformément.  Or  ce  n'est  pas  cette 
apparence  qu'on  observe,  mais  on  voit  se  former  de  petits 
tourbillons  qui  paraissent  avoir  une  tendance  à  se  ramasser 
en  tubes  séparés.  Cela  tient  à  ce  que,  dans  les  conditions  où 
nous  nous  sommes  placés,  l'état  où  les  tourbillons  seraient 
répartis  uniformément  est  instable,  comme  nous  pouvons  le 
montrer  en  nous  appuyant  sur  ce  qui  précède. 

Soit,  en  eflet,  un  cylindre  G  :  imprimons  à  tout  le  liquide 
contenu  à  l'intérieur  de  ce  cylindre  une  vitesse  de  rotation 
uniforme  {'C,  -{-  ^'),  le  liquide  extérieur  restant  en  repds.  La 
vitesse  sera  discontinue  à  la  surface  du  cylindre,  et  par  suite 
du  frottement  il  va  se  produire  une  zone  de  passage,  qui 
sera  limitée  par  deux  cylindres  concentriques  à  C. 

Comme  dans  le  cas  que  nous  avons  étudié,  il  y  aura  donc 
deux  cylindres  concentriques  ;  à  l'intérieur  du  premier  la 
valeur  du  tourbillon  est  ^-f-T;  à  l'extérieur  du  second,  le 
tourbillon  est  nul;  enfin, dans  la  zone  annulaire,  il  varie  gra- 
duellement. Pour  plus  de  simplicité,  toutefois,  je  supposerai 
que  ce  tourbillon  a  dans  cette  zone  annulaire  une  valeur 
constante  intermédiaire  entre  0  et^  -j-  C':  soit  ^  cette  valeur. 
Posons  : 

et  attribuons  à  C  une  valeur  moyenne  constante,  comme  dans 
l'exemple  précédent,  telle  que  : 

C£3    +    r    =   O, 
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ce  qui  exprime  que  le  liquide  est  en  repos  à  l'extérieur. 
Nous  tirons  de  là  : 

^, ai- 

Comme  la  zone  de  passage  est  très  mince  au  début,  e  es  t 
très  voisin  de  1  et  "C^  très  grand.  Seulement,  e  étant  plus  grand 

que  X'  ces  conditions  sont  instables  d'après  ce  que  nous  avons 

vu  ri4ij. 

Supposons  que  le  liquide  extérieur,  au  lieu  d'être  en  repos, 
possède  une  certaine  vitesse  h.  Alors  : 

il  y  a  encore  frottement,  puisque  la  vitesse  est  discontinue; 
en  portant  les  valeurs  de  ^  et  de  C  dans  les  inégalités  de  con- 
dition, nous  trouverions  encore  qu'il  y  a  instabilité. 


CHAPITRE   IX 


FLUIDES  PRÉSENTANT  UNE  SURFACE  LIBRE 


143.  Jusqu'ici  nous  n'avons  étudié  que  le  mouvement  des 
liijuides  indéfinis  ou  remplissant  complètement  le  vase  dans 
lequel  ils  sont  renfermés.  Nous  allons  nous  occuper  mainte- 
nant du  cas  où  les  liquides  ne  remplissent  plus  complète- 
ment les  vases  et  possèdent  une  surface  libre  en  contact  avec 
un  autre  tluide. 

Imaginons  que  les  molécules  décrivent 
des  circonférences  dont  le  centre  soit  sur 
l'axe  des  z,  et  le  plan  perpendiculaire  à 
cet  axe.  Si  un  tel  mouvement  est  possible, 
il  sera  nécessairement  permanent. 

Si  la  pression  et  la  densité  sont  les 
mêmes  tout  le  long  de  l'une  des  circonfé- 
rences, l'équation  de  continuité  est  véri- 
fiée. Tout  le  système  est  de  révolution 
autour  de  0^,  à  un  instant  quelconque,  la 
vitesse  d'une  molécule  M  f/î^,  40)   est  dirigée  suivant  la  tan- 
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gente  à  la  circonférence  G,  et  elle  a  même  grandeur  pour  tous 
les  points  de  cotte  circonférence. 

Prenons  dans  le  plan  ZO.M  un  petit  élément  de  surface  : 
dans  la  révolution  autour  de  O^-  cet  élément  engendre  une 
petite  surface.  Le  tluide  qui  occupe  le  volume  limité  par  celle 
surface  éprouve  une  rotation  autour  de  O^-  et  son  volume  n'est 
pas  altéré. 

Posons  : 


MP  =  r  =  >Jx-'  +  y'K 

La  pression  p  et  la  densité  p  sont  fonctions  seulement  de  r 
et  de  z,  d'après  les  hypothèses  que  nous  avons  faites.  Par 
conséquent  : 

ÎO  =:  o 

use  -\-  V1/  =  o 

Le  demi-carré  de  la  vitesse 

_  u^  -\-  v^ 
<-) 

sera  aussi  une  fonction  de  r  et  de  z  seulement. 

Si  la  pesanteur  est  la  seule  force  extérieure,  qui  agisse  sur 
le  fluide  (laxe  des  z  étant  vertical),  nous  avons  posé  [4]  : 

\  =  gz 

La  fonction  •}  existe  à  condition  que  p  ne  soit  fonction  que 
de  p.  C'est  ce  qui  arrive  si  le  fluide  est  un  liquide  homogène 
ou  un  gaz  qui  éprouve  des  transformations  isothermiques  ou 
adiabatiques. 

THKijRIE    DES    TOUBHILLONS.  \2 


^  _ 

7>x 

du 
"  dt 

dv 

7iz~ 

'èlO 

~  dt' 
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Dans  le  système  de  notations  de  Lagrange,  les  composantes 
de  l'accélération  ont  pour  expression  : 


(1) 


(Voir  §  4.) 

D'autre  part,  si  une  molécule  décrit  une  circonférence  d'un 
mouvement  uniforme,  l'accélération  se  réduit  à  l'accélération 
normale  : 

r  r 

dirigée  suivant  MP.  Ses  composantes  sont  : 

_  2T  a;  2T 

D'ailleurs: 


r    r  r    r 


et  par  suite  : 

(2) 


3J; c)i|i  dr 

Tix       3r  dx 


II   faut  donc  que  ^  ne  dépende  que  de  r  :  il  en  sera  de 

même  de  -r^  et  de  T.   La  vitesse  ne  dépend  pas  de  z,  et  les 
ùr 

tubes  tourbillonnaires  sont  des  cylindres  de  révolution  autour 
de  Oz. 
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144.  Cas  particuliers  simples.  —  Étudions  d'abord 
quelques  cas  particuliers  simples  : 

i°  La  vitesse  est  inversement  proportionnelle  à  la  dis- 
tance r  :  alors  T  est  inversement  proportionnel  à  r^,  ou 


a  étant  une  constante. 


m   jt 

.-2 


dr  r^ 


et  en  intégrant,  il  vient 

Donc  : 

(3)  I  —  T  =  const. 

Nous  retrouvons  l'équation  de  Bernouilli,  ce  qui  était  facile  à 
prévoir.  Cette  équation  a  été  démontrée,  en  effet  (24-25),  dans 
le  cas  où  il  existe  une  fonction  des  vitesses,  c'est-à-dire  où  le 
tourbillon  est  nul   et  où  par   conséquent    la    vitesse   varie 

comme  -•  Actuellement  nous  supposons  qu'il  y  a  seulement 

un  tube  de  tourbillon,  ayant  Os^  pour  axe,  et  en  dehors  duquel 
le  tourbillon  est  nul  :  nous  sommes  donc  placés  dans  les  con- 
ditions énoncées. 

145.  2°  La  vitesse  est  proportionnelle  k  la  distance  r, 
autrement  dit  le  liquide  possède  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  l'axe  des  s,  avec  une  vitesse  angulaire  constante: 
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il  se  meut  à  la  façon  d'un  corps  solide.  On  a  évidemment  : 

T  =  ar" 

^  ^  -  2ar 
clr 

i|>  =  —  ar^  -|-  const. 

ou 

(4)  (J;  -f  T  =  const. 

Ce  résultat  était  aussi  à  prévoir. 

Rappelons,  en  effet,  que  nous  avons  appelé  J  [5]  l'inté- 
grale : 

3  =z  I  udx  -\-  vdy  -j-  lodz 
prise  le  long  d'un  arc  de  courbe.  Nous  avons  démontré  que  : 

d] 
d']^  .-\-  rfT  étant  une  différentielle  exacte,  —  est  nul  quand  la 

courbe  d'intégration  est  fermée.  Ici,  d'après  l'équation  (4), 

ij/  +  T  =  const. 
ou 

di 

-T-  =:  O 
dt 

même  quand  la  coucbe  d'intégration  n'est  pas  fermée. 

En  effet,  nous  avons  admis  que  le  liquide  tournait  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  0^;  la  courbe  d'intégration 
tourne  aussi  autour  de  0^,  sans  se  déformer.  Menons  au 
point  M  [fig.  41)  un  vecteur  MV  représentant  la  vitesse.  En 
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considérant  ce  vecteur  comme  une  force,  J  est  le  travail 
qu'efîectuerait  cette  force  pendant  que  le 
point  parcourt  la  courbe  d'intégration  AB. 
Quand  cette  courbe,  dans  sa  révolution 
autour  de  Oz,  a  pris  la  position  A'B',  le 
vecteur  M'Y' a  conservé  la  même  grandeur 
et  la  même  position  relativement  à  A'B'  : 
M'V  s'obtiendrait,  en  eflfet,  en  faisant  tour- 
ner MV  autour  de  Oz,  jusqu'à  amener  AI 
en  M'.  Le  travail  J  de  la  force  M'V,  quand 
le  point  M'  parcourt  A'B',  est  donc  le 
même  que  le  travail  de  la  force  MY  quand  le  point  M  décrit 
AB. 


Fig.  41. 


146.  Forme  de  la  surface  libre.  —  Supposons  que  la 
seule  force  extérieure  agissant  sur  le  fluide  soit  la  pesanteur. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  verticale,  en  comptant  z  positi- 
vement vers  le  haut.  Dans  ces  conditions  : 


V  = 


gz 


^=-9^-r-^ 


Si  le  fluide  est  un  liquide  homogène  : 
p  =  const. 


et 


(5) 


•b  =  —  gz 


S'il  s'agit  d'un  gaz  dont    la  température  est  constante,  la 
densité  p  est  proportionnelle  à   la  pression,  et  en  désignant 


182  FLUIDES   PRÉSENTANT   UNE   SURFACE   LIBRE 

par  p  une  constante  : 

(6)  ^=-9^--^l:P- 

Enfin,  pour  un  gaz  qui  subit  des  transformations  adiaba- 
tiques  : 

c 
en  appelant  y  'e  rapport  ^  de  la  chaleur  spécifique  sous  vo- 
lume constant  o  à  la  chaleur  spécifique  sous  pression  cons- 
tante C.  Alors  : 

146  bis.  Soit  un  liquide  homogène  sur  la  surface  libre 
duquel  s'exerce  la  pression  atmosphérique.  Si  nous  appelons  p 
l'excès  de  la  pression  réelle  sur  la  pression  atmosphérique, 
il  faut  faire  dans  l'équation  (5)  : 

p  =  o 
et  écrire  : 

(8)  <f  =  —  ff^- 

<]/  est  une  fonction  de  r,  et  cette  équation  est  celle  de  la 
surface  libre  du  liquide. 

Supposons  qu'il  existe  un  seul  tube  tourbillonnaire,  ayant 
la  forme  d'un  cylindre  de  révolution  autour  de  Oz;  le  tour- 
billon est  constant  à  l'intérieur  de  ce  cylindre,  et  nul  à  l'ex- 
térieur. Le  cylindre  possédera  donc  un  mouvement  de  rotation 
uniforme. 
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Soit  r^  son  rayon;  à  l'intérieur  de  sa  surface,  c'est-à-dire 
pour  r  <  r-Q,  la  vitesse  est  proportionnelle  à  r,  et 

T  =  ar^. 

A  l'extérieur,  pour  r  >  r^,  il  y  a  une  fonction  des  vitesses  et 

rp   ^ 

—  ,.2  • 

Ces  deux  expressions  de  T  doivent  prendre  la  même  valeur 
en  un  point  de  la  surface  du  cylindre,  c'est-à-dire  pour 
r  ■=  7\.  Donc  : 


,,,2  —  n- 
'o  —  „2 

^0 


d'où  : 

Calculons  au  moyen  de  ces  expressions  les  valeurs  de  <^, 
A  l'intérieur: 

(|/  -f-  T  =  const, 


donc  : 

et  à  l'extérieur; 

donc  : 


^  —  T  =  const, 


+  =7^  +  C'. 


Ces  formules  doivent  donner  la  même  valeur  de  ^  quand 
on  y  fait  r  =  r^.  Ce  qui  donne  une  relation  entre  les  cons- 
tantes C  et  C  : 
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Je  puis  disposer  arbitrairement,  de  la  constante  (7  :  chan  - 
ger  sa  valeur  revient  en  effet  à  déplacer  le  plan  des  xy  paral- 
lèlement à  lui-même,  ce  qui  a  simplement  pour  effet  d'ajouter 
une  constante  à  z  et,  par  suite,  à  ■]>.  Je  vais  prendre  G'  =  0. 
D'après  ce  choix,  nous  aurons  pour  r  =  os  : 


et  par  conséquent 


(];  =  O, 


Z  =  o. 


La  surface  libre  du  liquide  admet  donc  un  plan  asympto- 
tique;  c'est  le  plan  que  nous  avions  choisi  pour  plan  des  xy; 
c'est  le  niveau  du  liquide  à  une  distance  très  grande  de  l'axe. 
L'équation  de  la  surface  libre,  rapportée  à  l'axe  de  rotation 
et  au  plan  asymptolique,  sera  donc  : 

1°  A  l'intérieur  du  tube  tourbillonnaire  : 

(9)  gz  =  -:.  {>-'  -  ri)  ; 

2°  A  l'extérieur  de  ce  tube: 


(10)    ^^^  =  -7F- 

La  première  représente 
un  paraboloïde  :  à  l'inté- 
rieur du  tube,  la  méri- 
dienne de  la  surface  libre 
sera  un  petit  arc  de  para- 
bole. 

La  seconde  équation  re- 
présente une  surface  dont  la  méridienne  est  formée  de  deux 
branches  asymptotes  à  l'axe  des  z  [fig.  42j.  Les  deux  courbes 
se  raccordent  sur  la  section  du  tube  de  tourbillons. 


Fie;.  42. 
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Remarquons  que  z  est  toujours  négatif;  par  conséquent,  la 
surface  libre  est  située  tout  entière  au-dessous  du  plan  des  xxj. 

Celle  circonstance  ne  lient  pas  aux  hypothèses  particu- 
lières que  nous  avons  faites;  c'est  un  fait  général,  comme  je 
vais  le  montrer. 

En  effet  :  ^  est  nul  pourr  =  oo.  Donc  : 


^  +00 


2T  *  =  At"^^ 
r         ]  r 


T  et  r  étant  essentiellement  positifs,  il  en  sera  de  même 
de  '1  et,  par  conséquent,  2-  sera  négatif,  d'après  l'équation  (8). 

Ce  résultat  ne  paraît  pas  conforme  à  l'observation.  Tous 
ceux  en  effet  qui  ont  eu  l'occasion  d'observer  des  trombes 
affirment  que  le  liquide  est  au  contraire  soulevé,  vers  le 
centre  du  tourbillon,  de  manière  à  former  une  sorte  de  bour- 
relet au-dessous  de  la  surface  libre.  Ce  désaccord  entre  le 
calcul  et  l'observation  tient  probablement  en  partie  cà  ce  que, 
dans  le  calcul,  nous  avons  admis  que  la  pression  était  uni- 
forme à  la  surface  du  liquide;  cette  condition  n'est  probable- 
ment pas  remplie  dans  le  cas  d'une  trombe;  il  est  douteux 
cependant  que  cette  hypothèse  ait  une  influence  assez  grande 
sur  le  résultat  du  calcul,  pour  faire  disparaître  la  difficulté 
que  nous  venons  de  signaler. 

147.  Distribution  de  la  pression  dans  un  gaz.  —  Si 

le  fluide  en  mouvement  est  un  gaz,  nous  déterminerons  son 
état  en  étudiant  la  manière  dont  varie  la  pression  p  dans  un 
plan  parallèle  au  plan  des  ccy.  Si  le  gaz  conserve  une  tempé- 
rature constante,  il  faut  se  servir  de  la   formule  (6),  et  on 
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trouve  dans  le  plan  z  =  z^: 

l,p  =  -  pgz,  -  pf 

^  devient  nul  à  l'infini  :  soit  p^  la  valeur  correspondante 

àe  p  : 

■CPo  =  —  ^9^0^ 
d'où  : 

Le  second  membre  est  négatif,  car  <];  est  toujours  positif, 

P 
comme  nous  venons  de  le  voir;^-  est  donc  plus  petit  que  1, 

Po 
et  par  conséquent  il  y  a  dépression  dans  l'intérieur  du  tour- 
billon. 

Si  le  gaz  subit  une  transformation  adiabatique,  c'est  la 
formule  (7)  qui  convient.  Dans  le  plan  z  =  Zq,  la  pression  p 
sera  donnée  par  : 

P'-^  =  -P(l-Y)^o-P(l-Y)f 
A  l'infini,  ^jy  est  nul  et  p  est  égal  kp^;  par  conséquent 

d'où  : 

p'-^-Po'-^  =  -P(1-y)4'. 

Les  quantités  p,  1  —  y  4^  ^o"^*^  positives,  par  conséquent 

ou 

p  <  Po- 
il y  a  encore  dépression  dans  l'intérieur  du  tourbillon. 
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148.  Cas  de  plusieurs  liquides  superposés.  —  Forme 
des  surfaces  de  séparation.  —  Supposons  qu'il  n'y  ait 
que  deux  liquides.  Soient  p,  la  densité  du  premier,  p,  sa  pres- 
sion, P2  etp2  la  densité  et  la  pression  du  second  ;  soient  <]/, 
et  <}j  les  fonctions  ^  relatives  aux  deux  liquides  : 

P2 

A  la  surface  de  séparation  z^  =  Zo,  et  les  pressions  doivent 
être  e'galesp,  =:  pj-  ^^^^^  nous  ne  savons  sur  'j/<  et  t]/,  qu'une 

chose,  c'est  que  leurs  dérivées  -p-  et  -p  doivent  avoir  la 
^  dr         dr 

même  valeur.  De  cette  condition 


on  déduit 


ou 


dr         dr 


<^,  —  <\>^  =  const, 


\P<       P2/ 


const. 


La  pression  est  donc  constante  sur  la  surface   de  sépara- 
tion, et  cette  surface  aura  même  forme  que  la  surface  libre. 


CHAPITRE  X 
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149.  Hypothèses.  —  Notations.  —  Lorsqu'il  s'agit 
d'un  liquide  visqueux,  c'est-à-dire  dont  les  molécules  ne 
peuvent  se  mouvoir  qu'avec  un  certain  frottement  les  unes 
contre  les  autres,  il  n'existe  plus  de  fonction  des  forces  ;  les 
forces  de  frottement  dépendent  en  effet  de  la  vitesse.  Le  théo- 
rème de  Helmholtz,  tel  que  nous  l'avons  démontré,  n'est  donc 
plus  applicable. 

Jusqu'aujourd'hui,  on  n'a  pu  soumettre  ce  cas  au  calcul 
qu'en  s'appuyant  sur  certaines  hypothèses,  plus  ou  moins 
vraisemblables,  mais  qui  sont  généralement  adoptées. 

On  admet  d'abord  que  la  force  due  à  la  viscosité  a  pour 
composante  : 

KAm,  KAu,  K^^o, 

dans  le  système  des  variables  de  Lagrange,  K  étant  une  cons- 
tante. 

Ensuite  on  admet  qu'à  la  surface  du  vase  le  liquide  est  en 
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repos,  autrement  dit  que  : 

u  =  V  =  to  =^  o  ; 

enfin  que  sur  un  élément  rfw  de   cette   surface  agissent  des 
forces  superficielles,  dont  les  composantes  sont  : 

^^  du  ,  17  d^  j  M  <^'^  j 

dn  dn  dn 

Supposons  que  les  forces  extérieures  agissant  sur  le  liquide 

admettent    une    fonction    des    forces   V.    Les    équations    de 

Lagrange    (1)  deviendront,    en    y  introduisant  la  force   de 

viscosité  : 

3»  du    ,    ^V   ,    , , . 

pSa?  dt        ex   ^ 

w  ^  =  -  rfT  +  Ji;  + '^'''' 

pc)^  dt    *    ôz 

Lorsqu'un  élément  de  volume  dr  du  liquide  subit  un  dépla- 
cement dunt  les  projections  sont  dx,  di/,  dz,  le  travail  effec- 
tué par  les  forces  qui  admettent  la  fonction  V  sera 

et  en  y  ajoutant  le  travail  de  la  force  de  viscosité,  on  obtient 
le  travail  réel  : 

dîB  =  prfx  [dV  -j-  K  {^adx  -}-  ^^-dy  +  ^lodz)]. 

Nous  poserons  encore  : 

dis  =  pc^T.  dY 
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OÙ 

(2)        o?V'  =  c/V  +  K  [ù^udx  +  ^vdij  +  A  wdz). 

Seulement,  il  est  essentiel  de  remarquer  que  cette  nota- 
tion dS'  n'a  qu'une  signification  purement  symbolique,  car 
dy  n'est  plus  une  différentielle  totale. 

Ensuite,  nous  écrirons  : 


(3)  ^^  =  dy  —^ 


et  nous  retrouverons  les  équations  (1)  sous  une  forme  simpli- 
fiée, analogue  à  celle  que  nous  avions  obtenue  au  §  4, 

3<|/ du 

^x        dt 


^  '  'ày  ~  dt 

3j/ dw 

'èz~  "di 


en  remarquant,  comme  plus  haut,  qu'il  s'agit  seulement  de 
symboles  :  d<^  n'est  pas  une  différentielle  totale,  mais  est  dé- 
fini par  la  relation  (3)  ;  r-^»  ^i  -^  ne  sont  pas  les  dérivées  d'une 
ôx   ôy   ûz  ^ 

même  fonction  ^  [x^  y,  z),  mais   seulement  les  coefficients  de 
dx,  dy,  dz  dans  l'expression  de  d'i^. 

150.  Le  the'orèroe  de  Helmholtz  (5-6)    s'exprime  par  la 
relation  : 

L'intégrale  prise  le   long  d'une  courbe  formée  est  nulle, 
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quand  d-l-\-dTesi  une  dinérenlielle  totale,  c'est-à-dire  quand 
il  s'agit  d'un  fluide  non  visqueux. 

Mais,  si  on  ne  néglige  pas  la  viscosité,  d'l>  -f-  rfT  n'est  plus 
une  différentielle  totale.  D'après  les  relations  (2)  et  (3),  on  a 
alors  : 


(6) 


—  =  /  (dv  — ^+  dT\-{-Kf[^ndx-{-^v^y-\-^w^z). 


La  première  intégrale  étendue  à  un  contour  formé  est  nulle, 
d'après  le  théorème  de  Helmholtz  (6).  Il  reste  donc  : 

(7)  T'=  ^  C{£^udx  +  ^vdy  -f-  ^wdz). 

Cit  U 

Faisons  passer  par  le  contour  d'intégration  G  une  surface 
fermée  quelconque.  La  courbe  G  limite  une  certaine  aire  A. 
Soient  l,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  l'élé- 
meni  dtù  de  l'aire  A.  Nous  avons  trouvé,  en  appliquant  le 
théorème  de  Stokes  (8)  : 

J  =  2  Ç[l\  +  m-ri  +  nOj  dià 

l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  dfn  de  l'aire  A; 
l,  -ri,  Ç  étant  définis  par  les  relations  (1)  du  §  9. 
Transformons  l'intégrale  (7)  par  le  même  théorème,  il  vient  : 

f^udx  -f-  ù^vdy  -f-  ^wdz 

r,  ^/d^^a  d^v\  .  (db.u  d^io\  (cl^v  dbM\\ 
=J'^^V\-d^--17n''\-d7-^r\dx        dy)\ 

Remarquons  qu'on  peut  intervertir  l'ordre  des  différentia- 
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lions  et  écrire  : 


dAio 

^  dw 

dy 

dy 

rfAu 

dv 

dz   ~ 

dz 

ou  en  retranchant  membre  à  membre 


(iA^^       dAv fdw       dv\  c)\^ 

dy  dz  \dy        dz) 


En  transformant  de  même  les  autres  termes,  on  arrive  fina- 
lement à  la  formule  : 

d\  r 

(H)  y  =  2K  I  {l\\  +  mA-^  4-  wAC)  dw. 

151.  Conditions  nécessaires  pour  que  le  théorème  de 
Helmholtz  soit  encore  applicable.  —  Nous  avons  démon- 
tré [14]  que,  d'après  le  théorème  de  Helmholtz,  les  surfaces 
de  tourbillon  et,  par  conséquent,  les  lignes  de  tourbillon  se 
conservent  dans  le  mouvement  du  liquide,  si  on  néglige  les 
forcés  de  viscosité  ou  de  frottement.  Si  on  tient  compte  de 
ces  dernières  forces,  il  peut  n'en  être  plus  de  même  en  géné- 
ral. Le  théorème  ne  sera  plus  vrai  que  dans  des  conditions 
particulières  que  nous  nous  proposons  de  déterminer. 

Le  théorème  de  Helmholtz  [6]  s'exprime  par  la  condition  : 


d} 
d~t=''- 


Le  long  d'une  courbe  tracée  sur  une  surface  de  tourbillon, 
J  =  o 
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puisque  tout  le  long  de  cette  courbe  le  tourbillon  est  repré- 
senté par  un  vecteur  tangent  à  la  surface. 

Pour  que  —  reste  nul  quand  on  introduit  les  forces  de  vis 
'      dt 

cosité,  il  faut  que  : 

l\\  -)-  '/nAr,  -j-  nA^  =  o 

d'après  l'équation  (7). 

Cette  relation  exprime  que  le  vecteur  (A;,  A-rj,  A^j  se  trouve 
dans  le  plan  de  l'élément  rfa>.  Traçons  ce  vecteur  :  s'il  est  tan- 
gent à  la  surface  J  =  0  et  au  bout  du  temps  dt,  on  a  encore 

J  =  0.  Puisque  —  =:  0,  la  surface  de  tourbillon  est  conservée. 

Si  nous  voulons  que  les  lignes  de  tourbillon  se  conservent,  il 

« 

faut  qu'un  élément  quelconque  de  ces  lignes  reste  constam- 
ment langent  au  vecteur  tourbillon.  Il  est  nécessaire  alors  que 
le  plan  de  l'élément  rfw  contienne  à  la  foi?=  les  deux  vecteurs, 
et  comme  cela  doit  avoir  lieu  pour  un  élément  diù  quelconque 
passant  par  le  tourbillon,  il  faut  que  ces  deux  vecteurs  se  con- 
fondent en  direction,  autrement  dit  que  : 

En  général,  cette  condition  ne  sera  pas  remplie  et  les  lignes 
de  tourbillon  ne  se  conserveront  pas. 

152.  Dans  le  cas  pirticulier  où  il  existe  une  fonction  de 
vitesses,  le  tourbillon  est  nul,  on  a  donc  : 

i  =  -r]  =  Ç  =  o, 

et  par  suite  A;,  Ar,,  AC  sont  identiquement  nuls.  Pour  une 

THÉORIE   DES    TOURBILLONS.  1.1 
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courbe  quelconque,  nous  pouvons  écrire  : 


di 


Et  la  fonction  des  vitesses  subsistera  donc  à  un  instant 
quelconque. 

Cette  conséquence  de  nos  raisonnements  paraît  constituer 
une  objection  contre  les  hypothèses  qui  leur  ont  servi  de 
point  de  départ. 

153.  Cas  particuliers  où  les  lignes  de  tourbillon  se 
conservent.  —  Supposons  que  dans  un  liquide  indéfini  les 
lignes  de  tourbillon  soient  des  droites  parallèles  à  l'axe  des  z, 
C  et  7]  sont  nuls,  ainsi  que  A?  et  Ati:  mais  X,  et  AÇ  sont  diffé- 
rents de  0.  Les  conditions  (9)  sont  remplies,  et  les  lignes  de 
tourbillon  se  conservent.  Il  suffit  d'ailleurs,  pour  le  démon- 
trer, de  s'appuyer  sur  des  considérations  de  symétrie. 

Considérons,  en  effet,  un  plan  quelconque  parallèle  au  plan 
desa??/.  Ce  plan  est  un  plan  de  symétrie,  que  l'on  tienne  compte 
ou  non  du  frottement.  Si,  au  début  du  mouvement,  les  lignes 
de  courant  sont  planes  et  situées  dans  des  plans  parallèles  au 
plan  des  tcî/,  elles  resteront  toujours  dans  ces  plans  par  raison 
de  symétrie,  indépendamment  du  frottement. 

Seulement,  dans  les  conditions  actuelles,  Ç  ne  conserve  plus 

sa  valeur,  et  —  n'est  plus  nul. 
at 

Prenons,  en  effet,  comme  contour  d'intégration,  la  section 

droite  d'un  tube  tourbillonnaire.  En  raison  de  ce  choix,  il 

faut  faire  : 

/=:m=o  n  =  l, 
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et  il  vient  : 

(10)  J  =  2/cc/o) 


(*^)  ^=-2^>^^^- 


La  section  du  tube  d(M  est  constante:  en  effet,  le  volume 
limité  par  ce  tube  et  deux  plans  z:=z^ei  z=  ^2  est  constant, 
d'après  l'équation  de  continuité.  Ce  volume  est  égal  à 

[z^  —  z^  d(o. 

z^  et  Zj  restent  constants,  puisque  la  vitesse  est  toujours 
parallèle  au  plan  des  xy,  donc  c/w  est  constant. 

Différentions  l'équation  (9)  par  rapport  à  t,  il  viendra 
donc  : 

Comparons  ces  deu.x  expressions  de  —  :  comme  les  inté- 
grales sont  étendues  à  la  même  aire,  il  faut  que 

(13,  ^  =  KAÎ. 

La  dérivée  y  est  calculée  avec  les  variables  de  Lagrange, 

c'est-à-dire  en  suivant  une  molécule  dans  son  mouvement. 

Cette  équation  (13)  est  analogue  à  celle  qui  représente  la 
propagation  de  la  chaleur  par  conductibilité.  Seulement,  dans 
ce  dernier  problème,  on  regarde  d'ordinaire  les  molécules 
comme  immobiles.  Ici  au  contraire  X,  varie  comme  varierait 
la  température  du  liquide,  s'il  possédait  le  même  mouvement, 
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el  que  li  fût  son  coefficient  de  conductibilité;  mais  il  se  pro- 
duirait aussi,  dans  ces  conditions,  un  transport  de  chaleur 
par  convection. 

154.  Extension  des  théorèmes  généraux.  —  Nous 
avons  démontré  fn'"'  65  et  suiv.,  113  et  suiv.)  quelques  théo- 
rèmes applicables  aux  liquides  dans  lesquels  il  ne  se  produit 
pas  de  frottement  ;  quelques-uns  seront  encore  vrais. 

Soit,  en  effet, un  liquide  indéfini  dans  lequel  les  tubes  tour- 
billonnaires  sont  des  cylindres  parallèles  à  O^-. 

Nous  avons  vu  [126]  que,  en  considérant  Ç  comme  la  densité 
d'une  matière  attirante  répandue  sur  le  plan  des  a;?/,  la  masse 

totale  M  =r.  Kdoi  de  cette  matière  fictive  est  constante  (l'in- 
tégrale étant  étendue  à  tous  les  éléments  doi  du  plan  des  ocy). 

La  masse  ainsi  définie  est  encore  constante  quand  le  liquide 
éprouve  des  frottements. 

En  effet,  différentions  : 


M 


=  P. 


par  rapport  au  temps,  en  remarquant  que  doi  est  constant  ; 
il  vient  : 

Je  dis  que  cette  intégrale  est  nulle.  Pour  le  démontrer, 
appliquons  la  formule  de  Green  : 


EXTENSION  DKS  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX        197 

à  un  cercle  de  rayon  très  grand,  en  supposant  que  les  fonc- 
tions M  et  V  ou  l'une  d'elles  s'annulent  à  l'infini  ;  l'intégrale  du 
premier  membre  est  nulle,  et  il  reste  : 

niàvdo)  =  jvludti). 

Faisons  maintenant 

u  =  ^  y  =  C, 

et  nous  trouverons  : 

(15)  fM:d(o  =  o. 

Donc 

M  =  const. 

155.  Le  centre  de  gravité  de  ces  masses  fictives  est  fixe, 
même  quand  il  y  a  frottement. 

En  effet,  les  coordonnées  de  ce  centre  de  gravité  sont  défi- 
nies par  les  équations  : 

McCq  =  f^xdij) 

Différentions  la  première  par  rapport  à  t,  il  vient  : 
'^'f^fiud.Jrjf.^do., 


M    , 

dt 


puisque  du)  est  constant.  La  première  intégrale  est  nulle,  car 
l'existence  du  frottement  influe  seulement  sur  la  valeur  des 
dérivées  de  ii  et  de  v,  non  sur  les  valeurs  elles-mêmes  de  ces 
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fonctions.  Il  reste  donc  : 


M— « 
dt 


=  /  —  xdoi  =  K  /  ù^'C.xdb 


Appliquons  encore  le  théorème  de  Green  en  faisant  : 

u  ■=^  X         u  =  Ç  ; 

X  étant  du  premier  degré,  ùi.x  est  nul. 
Par  conséquent  : 

(16)  /  x.à.'Qddi  =  I  ÇAa^o^o)  =  o. 

D'où  —7-"  =r  o,  et  X,.  est  une  constante. 
dt  " 

Lemémeraisonnement  conduit àlamême conclusion  pourî/Q. 

156.  Le  moment  d'inertie  I  des  masses  fictives  par  rapport 
à  un  axe  parallèle  à  Oz  est  constant,  quand  il  n'existe  pas  de 
frottement.  Mais,  quand  il  existe  des  frottements,  ce  même 
moment  varie  proportionnellement  au  temps. 

En  effet  : 

l--^U{x'-\-y'^)d,o 
et 

I  --=   A^  {xu  +  yv)  ./co  +  1*1  [x^  -}-  y^)  d^. 

La  première  intégrale  est  nulle,  comme  s'il  n'y  avait  pas 
de  frottement,  puisque  la  présence  du  frottement  n'affecte  pas 
les  valeurs  de  ?<  et  de  v.  En  tenant  compte  de  l'équation  (12), 
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on  a  : 

Le  théorème  de  Green  pour  u  =  x-  -\-  i/'^,  v  =  ^  donne  : 

soit  en  remarquant  que  : 

fix^  +  f-)  ACc/o)  =  aC^cIo^  =  4.M, 

et  enfin  : 

(17)  ^=4KM. 

La  dérivée  —  est  constante  et  par  suite  I  varie  proportion- 
nellement au  temps;  il  serait  aisé  d'ailleurs  de  calculer  la 
rapidité  de  cette  variation. 

157.  Application  à  un  cas  simple.  —  Supposons  qu'à 
l'origine  t,   dépende  seulement  de  la  distance  à  l'axe  des  z, 


r  =  \Jx-  -f-  y^'  Pâ''  raison  de  symétrie,  cette  condition  subsis- 
tera toujours.  La  vitesse  en  un  point  sera  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  abaissé  du  point  perpendiculairement  à  l'axe  0^. 
Le  point  décrit  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  l'axe  Oz 
et  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  A  cause  de 
la  symétrie,  le  point  restera  sur  cette  circonférence,  même 
s'il  y  a  frottement;  mais,  dans  ce  dernier  cas,  la  vitesse  cessera 
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d'être  uniforme.  En  effet  î;  est  une  fonction  de  r  et  de  t.  Donc 

^  _  ^    I    ^  ^\ 
dt~  'bt'^  3r  dt' 


Mais  puisque  r  =  const,  -7-  est  nul,  et  on  a  simplement 


dt     -^-^^^' 

ou,  d'après  une  formule  bien  connue,   puisque  ^  ne  dépend 
que  de  r: 


(18)  '^  =  k('^  +  '-^ 


Il  s'agit  d'intégrer  cette  équation  différentielle. 
Considérons  l'intégrale  : 

«/  -  00 
h  étant  une  constante.  Nous  aurons  : 


^-l      e--^r^.d.. 

Intégrons  par  parties  : 

Le  terme  intégré  étant  nul  aux  deux  limites,  cette  expres- 
sion se  réduit  à  : 

dz       h  c^^  -~    „ 
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D'autre  part  : 

^^  =/      e    "  FVa, 

donc  : 

flZ_h  cPZ^ 
dt  ~  A  dx'^' 

D'une  manière  un  peu  plus  générale,  considérons  l'inté- 
grale : 

Z  =  f  Ce        /'       F  (ic  +  a  \/t,  y  +  oc  Vt'j  r/af/.8. 

Si,  pour  un  instant,  nous  regardons  y  et  t'  comme  des 
constantes,  Z  est  fonction  seulement  de  x  et  de  t,  et  d'après 
ce  qui  précède  : 

d-z        4  dx^ 
Si  de  même  nous  regardons  a;  et  x  comme  des  constantes  : 

dZ       h  d^Z 
di'  ~~  4  di/'^' 


D'autre  part,  nous  avons  : 

dZ_dZdT 

dt  ~  d-c  dt  "^  dx   dt  "~  d-z   '   d-z 


dZ_dZdx       fJZdx^__dZ       dZ 

^t  ^;_     rit    "1       ^1'     rit  rl^       l"    /7^'' 


OU 


£/<  4 

Il  nous  suffit,  pour  identifier    cette  équation   avec  l'équa- 
tion (12),  de  poser  : 

;i  =  4K, 

K  étant  essentiellement  positif. 
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En  prenant  ensuite 

nous  pourrons  calculer  î;  à  un  instant  quelconque. 

Pour  choisir  la  fonction  F,  il  faut  connaître  la  valeur  de  C 
à  l'origine  du  temps,  car  pour  t  :=  o 


«2  +  j32  _<ï!+é! 

Co  =ffe        'h~  ¥{x,  y]  d7.d^  =  F{x,  y)ffe  ~    "     dxd^. 


Or; 


// 


±£1 


e         A      dcnd^  =  -5 
4 


et  par  conséquent 

^0  =  ^  F(^>  y) 

équation  qui  détermine  F. 

Si  la  valeur  initiale  de  ^  ne  dépend  que  de  r,  F  ne  dépen- 
dra non  plus  que  de  r,  et  il  sera  possible  de  déterminer  ^  à 
une  époque  quelconque,  si  rien  ne  vient  déranger  la  symétrie, 
ou  si  les  conditions  de  stabilité  sont  remplies. 

158.  Théorème  de  Helmholtz  dans  le  mouvement 
relatif.  —  Le  théorème  de  Helmholtz  exprime  que  l'inté- 
grale 

J  =  judx  -\-  vdy  -\-  lodz 

est  constante  quand  il  y  a  une  fonction  des  forces.  Dans  le  cas 
du  mouvement  relatif,  il  n'y  a  plus  de  fonction  des  forces  :  le 
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théorème  n'est  plus  vrai.  On  a  : 
dJ 


avec 


clt=fi'^  +  '^ 


P 

quand  il  existe  un  potentiel  V. 
S'il  n'existe  plus  de  potentiel 

d']^  =  Xdx  +  Ydy  -\-  Zdz  —  -^^ 

Si  le  mouvement  d'entraînement  est  par  exemple  une  rota- 
tion autour  de  l'axe  terrestre  avec  une  vitesse  angulaire  Wq, 
on  aura  : 

Xdx  -f-  Ydy  -f  Zdz  =  dV  +  2wo  {vdûo  —  udy) 

d'après  le  théorème  de  Coriolis,  en  comprenant  dans  le  poten- 
tiel V  la  force  centrifuge  ordinaire,  l'axe  des  z  étant  l'axe  de 
rotation.  Il  vient  alors  : 

j-  =  f{dy  -f-  dT)  -f  J2(0o  {vdx  —  udy). 
La  première  intégrale  est  nulle,  et  il  reste  : 
—  =  2(1)0 /  ("<^^  ~  udy). 

Soit  C  la  courbe  d'intégration  ;  projetons-la  sur  le  plan 
desœy;  soit  A  l'aire  limitée  par  celte  projection  {/îg.  43), 
soient  M  et  M' deux  points  infiniment  voisins  :  les  projections 
de  MM'  sur  les  trois  axes  sont  dx,  dy,  dz.  Au  bout  du  temps  dt, 
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les  diverses  molécules  qui  se  tronvaienl  sur  G  viennent  sur  G' 
et,  en  particulier,  M  vient  en  M^  et  M'  en  M\.  Les  projections 
de  MM^  sont  udt,  vdt,  ivdt.  Le  quadrilatère  MM'M^M^  est  assi- 
milable   à    un    parallélogramme    dont  la 
projection  sur  le  plan  des  xy  limite  une 
aire  égale  à  : 


dt  [vdx  —  udy). 


L'intégrale 


Fis.  43. 


dti  [vdx  —  udy) 


dk 
représente  donc  la  variation  -r-dt  de  Taire  A  pendant  le  temps 


dt.  Par  conséquent 


di       _     dk 

dt  ^dt 


et 


J  =  2woÂ  -\-  const, 
et  si  Jq  et  A^  sont  les  valeurs  initiales  de  J  et  de  A,  on  aura  : 

Jj,  =1  2coqAo  -f~  const 
J  -  Jo  =  2coo  (A  -  k,). 

Soit  [fîg.  44)  un  cercle  de  rayon  r„. 
Les  molécules  situées  sur  cette  circon- 
férence sont  primitivement  en  équilibre 
relatif  par  rapport  à  la  surface  de  la 
terre.  Donc  : 


Fig.  44. 


Âç  =  Trrjsin  >, 


THÉORÈME    DE    HELMHOLTZ    DANS    LE    MOUVEMENT    RELATIF    205 

X  étant  la  latitude  et 

Jo  =  0. 

S'il  se  produit  une  perturbation,  un  appel  d'air  vers  le 
centre  du  cercle,  les  molécules  viennent  au  bout  d'un  certain 
temps  occuper  une  courbe  fermée,  assimilable  à  une  circon- 
férence de  rayon  r.  Dans  cette  nouvelle  position  : 

A  =  Tzr^  sin  X 

J  =  Sw^Tr  (r^  —  ri)  sin  X. 

Il  se  produira  alors  une  rotation  :  soit  w  la  vitesse  angu- 
laire de  cette  rotation  ou  la  composante  verticale  du  tour- 
billon il  viendra 

d<j  étant  un  élément  de  surface,  ou  en  supposant  w  constant 

Égalant  les  deux  expressions  de  J,  on  trouve  : 
co  =  «osinX  (l  —  ^-j- 


Si  —  est  assez  petit,  «o  deviendra  très  grand  et  aura   tou- 

"^0 


r 

jours  le  même  signe,  c'est-à-dire  que  la  rotation  sera  toujours 
dirigée  dans  le  même  sens. 

C'est  lu  l'une  des  explications  proposées  pour  la  formation 
des  cyclones  atmosphériques. 


FIN 
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